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Zusammenfassung
This paper presents the theoretical background of a phenomenological
biphasic material approach at large strains based on the theory of po-
rous media as well as its numerical realization within the context of
an adaptive mixed finite element formulation. The study is aimed at
the simulation of coupled multiphysics problems with special focus on
biomechanics. As the materials of interest can be considered as a mix-
ture of two immiscible components (solid and fluid phases), they can
be modeled as saturated porous media. For the numerical treatment of
according problems within a finite element approach, weak formulati-
ons of the balance equations of momentum and volume of the mixture
are developed. Within this context, a generalized Lagrangean approach
is preferred assuming the initial configuration of the solid phase as re-
ference configuration of the mixture. The transient problem results in
weak formulations with respect to the displacement and pore pressure
fields as well as their time derivatives. Therefore special linearization
techniques are applied, and after spatial discretization a global system
for the incremental solution of the initial boundary value problem wi-
thin the framework of a stable mixed U/p-c finite element approach
is defined. The global system is solved using an iterative solver with
hierarchical preconditioning. Adaptive mesh evolution is controlled by
a residual a posteriori error estimator. The accuracy and the efficiency
of the numerical algorithms are demonstrated on a typical example.
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1 Einfu¨hrung
Reale ingenieurtechnische, geologische, geotechnologische und biologische Pro-
zesse sind ha¨ufig durch das gleichzeitige Wirken unterschiedlicher Felder (mecha-
nischer, thermischer, elektromagnetischer, chemischer u. a.) sowie die komplexe
Interaktion verschiedener Materialkomponenten (z. B. feste, flu¨ssige, gasfo¨rmige
Phasen) gekennzeichnet. Die Modellierung und Simulation entsprechender Auf-
gabenstellungen fu¨hrt auf die Lo¨sung so genannter multiphysics-Probleme. Mit
der verbesserten Effizienz und Zuverla¨ssigkeit numerischer Methoden und der
gestiegenen Leistungsfa¨higkeit der Rechentechnik wurde die zweckma¨ßig gekop-
pelte Behandlung damit verbundener Mehrfeldprobleme ermo¨glicht. Hierbei ist
insbesondere von Vorteil, dass der strukturelle Aufbau der betrachteten Mate-
rialien oftmals die Anwendung gleichartiger Modelle gestattet. Deren numerische
Behandlung spielt eine wachsende Rolle bei der hochgenauen analysierenden und
pra¨diktiven Simulation realer physikalischer Vorga¨nge.
Ausgehend von umfangreichen theoretischen und numerischen Vorarbeiten auf
dem Gebiet der effizienten numerischen Simulation von nichtlinearen Einfeld-
problemen der Festko¨rpermechanik wurde an der TU Chemnitz vor etwa fu¨nf
Jahren in enger Kooperation zwischen Bereichen aus der Mechanik und der Ma-
thematik mit der Behandlung direkter und inverser Aufgabenstellungen aus dem
multiphysics-Bereich begonnen. Großes Potenzial bieten dabei insbesondere die
Erfahrungen auf den Gebieten der Materialtheorie bei finiten Verzerrungen, der
Identifikation von Materialparametern sowie der effizienten numerischen Verfah-
ren zur Lo¨sung des globalen Gleichungssystems im Rahmen der Finite-Elemente-
Methode (FEM) und der hierarchischen adaptiven Netzsteuerung.
Mit dem Ziel einer sukzessiven Erweiterung der Komplexita¨t der zu betrachtenden
Mehrfeldprobleme wurde im Bereich großer Verzerrungen zuna¨chst die Lo¨sung
des direkten und des inversen Problems fu¨r Werkstoffe mit nahezu inkompres-
siblem hyperelastischem Materialverhalten betrachtet (vgl. [18, 34]). Aufgrund
vorhandener Modellanalogien dienen diese Ansa¨tze als Vorarbeiten zur numeri-
schen Behandlung von Zweiphasenmedien im Rahmen einer geeigneten U/p-c-
Formulierung (mit stetigem Druckverlauf u¨ber die Elementgrenzen).
Zur Theorie der Mehrphasen-Mehrkomponenten-Medien existiert mittlerweile ei-
ne kaum zu u¨berblickende Anzahl von Publikationen. Da die hier diskutier-
ten Ansa¨tze speziell auf Anwendungen in der Biomechanik weicher Gewebe fo-
kussiert sind, soll im Wesentlichen die Entwicklung der so genannten Theorie
poro¨ser Medien (TPM) an ausgewa¨hlten Arbeiten exemplarisch skizziert wer-
den. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem isothermen quasistatischen Modell
eines gesa¨ttigten Zweiphasenmediums ohne Masseaustausch zwischen den Kon-
stituierenden. Ein ausfu¨hrlicher U¨berblick zu historischer Entwicklung und ge-
genwa¨rtigem Stand der TPM wird von de Boer [5,6] gegeben. Ebenso sei auf die
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umfassenden U¨bersichten und Literaturstudien zu den theoretischen Grundlagen
und numerischen Algorithmen gemischter Probleme mehrphasiger Kontinua von
Ehlers und Bluhm [27], Lewis und Schrefler [50] sowie Simon [68] verwiesen. Der
Artikel von Simon ist eine der ersten Arbeiten zur Anwendung von Modellen
fu¨r poro¨se Medien auf Probleme der numerischen Mechanik weicher biologischer
Gewebe.
Als Grundlage fu¨r die Ansa¨tze zur FE-Simulation des Verhaltens fluidgefu¨llter
poro¨ser Festko¨rper werden ha¨ufig die Arbeiten von Biot zur makroskopischen
Theorie gesa¨ttigter feuchter Bo¨den angesehen (vgl. [3, 4]). An diesen Modellen
wird jedoch verschiedentlich der ausgepra¨gt intuitive Zugang bema¨ngelt. Aus den
Formulierungen von Biot entwickelte sich die physikalisch fundierte Mischungs-
theorie (zu deren Grundlagen siehe u. a. die Arbeiten von Truesdell und Tou-
pin [76] sowie Bowen [11]), die als Basiswerkzeug fu¨r die Beschreibung des Ver-
haltens poro¨ser Medien im Rahmen moderner makroskopischer Modelle gilt. Da in
der Mischungstheorie jedoch keinerlei Informationen u¨ber mikroskopische Struk-
turen des Materials enthalten sind1, wurde sie bei Bowen [12], Prevost [63], de Bo-
er und Ehlers [7,8], Ehlers [25], Lancellotta [48] und von anderen Autoren mit dem
Konzept der Volumenanteile kombiniert. Im Rahmen dieses erweiterten Ansat-
zes der Mischungstheorie ko¨nnen alle kinematischen und physikalischen Gro¨ßen
makroskopisch als lokale statistische Mittelung der entsprechenden Werte auf der
unterliegenden Mikrostruktur verstanden werden.
Ein alternativer Ansatz zur TPM wurde speziell fu¨r die Simulation des mecha-
nischen Verhaltens weicher biologischer Gewebe von Mow et al. mit der so ge-
nannten biphasischen (oder poroelastischen) Theorie vorgeschlagen [57]. Dieses
Modell wurde spa¨ter von Lai et al. [47], Holmes [42], Mak [53], Spilker et al. [72]
sowie anderen Autoren erweitert. Wie in [29] und [68] gezeigt wird, fu¨hren beide
Formulierungen auf a¨quivalente materialunabha¨ngige Grundgleichungen. Unter-
schiede bestehen in deren numerischer Behandlung, der Definition der prima¨ren
kinematischen und kinetischen Variablen sowie in daraus folgenden spezifischen
konstitutiven Annahmen. In [68] wird ein umfassender vergleichender U¨berblick
zu den theoretischen Konzepten und der numerischen Realisierung beider Mehr-
phasenkonzepte pra¨sentiert.
Fu¨r die Herleitung der materialunabha¨ngigen Grundbeziehungen (Deformations-
kinematik, Bilanzgleichungen) gesa¨ttigter poro¨ser Kontinua auf der Basis der
TPM sowie der Formulierung der numerischen Ansa¨tze im Rahmen einer Stan-
dard-Galerkin-Prozedur sei besonders auf die Arbeiten von Lewis und Schref-
ler [50], de Boer [5] und Ehlers [26] verwiesen.
1In der Mischungstheorie wird die ideale Durchmischung aller Konstituierenden eines Mehr-
phasenmediums postuliert. Das erschwert die realistische Beru¨cksichtigung ihrer Interaktio-
nen untereinander.
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Erste lineare FE-Techniken fu¨r gesa¨ttigte poro¨se Medien mit elastischem Verhal-
ten des Festko¨rperskeletts finden sich bei Christian und Boehmer [21], Hwang
et al. [44], Sandhu und Wilson [64], Schiffmann et al. [67], Yokoo et al. [82],
Ghaboussi und Wilson [33] sowie in den spa¨teren Arbeiten von Lai et al. [47],
Mow et al. [57] und Simon et al. [69]. Der bedeutende Aspekt der deformati-
onsabha¨ngigen A¨nderung der Permeabilita¨t wurde zuna¨chst von Lewis et al. [49]
und Lai et al. [47] beru¨cksichtigt. Kleine viskoelastische Verzerrungen bezu¨glich
der Festko¨rperdeformationen werden u. a. von Mak [53] betrachtet. Bereits in den
Arbeiten von Desai und Siriwardane [24], Small et al. [71], Zienkiewicz et al. [83]
sowie in ju¨ngster Zeit bei Cramer et al. [23] werden elastisch-plastische Modelle
fu¨r das Verhalten des Festko¨rperskeletts vorgeschlagen.
Carter et al. [19] stellten erstmals ein Modell fu¨r große elastisch-plastische Ver-
zerrungen auf der Grundlage der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgra-
dienten vor. Neuere Untersuchungen zu großen Verzerrungen gesa¨ttigter poro¨ser
Materialien enthalten beispielsweise die Publikationen von Ehlers und Eipper
[28] sowie Suh et al. [73] (elastisches Festko¨rperskelett), Armero [1], Borja und
Alarco´n [9], Sanavia et al. [66] (Elastoplastizita¨t fu¨r ein teilgesa¨ttigtes Modell)
sowie Li et al. [51] (dynamische Modelle der Elastoplastizita¨t).
Aktuelle Entwicklungen fu¨r verbesserte numerische Ansa¨tze zur Simulation von
Prozessen in Mehrphasenmedien werden besonders auf dem klassischen Anwen-
dungsgebiet der Geomechanik reportiert. Im Mittelpunkt stehen dabei gekoppel-
te multiphysics-Aufgaben fu¨r teilgesa¨ttigte Medien. Truty und Zimmermann [77]
sowie Korsawe et al. [45] stellen beispielsweise modifizierte Variationsformulie-
rungen vom Galerkin-Typ bzw. stabilisierte Ansa¨tze zur Modellierung von Kon-
solidationsproblemen vor. Li et al. [52], Sanavia et al. [65] sowie Wang und
Kolditz [78] pra¨sentieren numerische Strategien zur Behandlung von thermo-
hydromechanischen Aufgabenstellungen.
In der neueren Literatur finden sich im Bereich biomechanischer Problemstel-
lungen eine Reihe von Publikationen zur Numerik der Interaktion mechanischer
und elektrochemischer Prozesse in weichen biologischen Geweben auf der Basis
der TPM bei großen Verzerrungen. Beispielhaft seien die Arbeiten von Chen et
al. [20] sowie Yao und Gu [81] genannt, in denen Dreiphasenmodelle vorgestellt
werden. Ein Vierphasenansatz wird von Huyghe et al. [43] am Beispiel der Model-
lierung von Knochengewebe diskutiert. Andere Publikationen befassen sich mit
der Anwendung von numerischen Modellen poro¨ser Medien auf spezielle Gewebe-
arten. Unter anderem werden von Ehlers et al. [30] sowie Natarajan et al. [59]
Lo¨sungen zur Simulation des Verhaltens von Bandscheiben vorgestellt. Pere´z del
Palomar und Doblare´ [61] pra¨sentieren ein Modell mit anisotropem hyperelasti-
schem Ansatz fu¨r das Festko¨rperskelett zur Knorpelmodellierung. Sivaloganathan
et al. [70] arbeiten auf dem Gebiet der FE-Anwendung zur Simulation des mecha-
nischen Verhaltens von Hirngewebe auf der Basis der Biotschen Theorie gesa¨ttig-
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ter poro¨ser Medien bei kleinen Verzerrungen. An dieser Stelle sei nochmals darauf
hingewiesen, dass die genannten Publikationen nur eine exemplarische Auswahl
an Quellen darstellen ko¨nnen.
In der vorliegenden Arbeit werden die wesentlichen theoretischen Grundlagen und
die numerische Realisierung eines thermodynamisch konsistenten isotrop elasti-
schen Ansatzes der TPM bei großen Verzerrungen dargelegt. Die Ausfu¨hrungen
sind wie folgt gegliedert: Im Abschnitt 2 werden die Grundlagen der Kinematik
des betrachteten Mehrfeldproblems pra¨sentiert. Weiterhin wird die thermody-
namisch konsistente Ableitung spezieller Deformationsgesetze und konstitutiver
Beziehungen diskutiert. Die grundlegenden Variationsformulierungen in Lagran-
gescher Betrachtungsweise als Basis fu¨r die gemischte FE-Aufgabe werden ein-
schließlich ihrer konsistenten Linearisierung im Abschnitt 3 dargestellt. Zusa¨tzlich
wird hier auf die verwendeten Elementformulierungen sowie Aspekte der ra¨umli-
chen Adaptivita¨t eingegangen. Abschließend wird im Abschnitt 4 ausfu¨hrlich ein
numerisches Beispiel analysiert und mit Ergebnissen aus der Literatur verglichen.
2 Theorie gesa¨ttigter poro¨ser Medien bei großen
Verzerrungen
Gegenstand der Betrachtungen ist ein Modell fu¨r die Beschreibung poro¨ser Ma-
terialien, das zwei miteinander nicht mischbare Konstituierende beru¨cksichtigt:
ein poro¨ses Festko¨rperskelett (in der Literatur auch als festes Geru¨st, Stu¨tzgeru¨st
oder Matrix bezeichnet) und ein vollsta¨ndig fließfa¨higes Porenfluid. Dabei kann
Letzteres in flu¨ssigem, gasfo¨rmigem oder auch superkritischem Zustand vorlie-
gen. Ein derartiger Ansatz hat sich fu¨r eine Vielzahl von Materialien und prak-
tischen Anwendungen in der Bau-, Geo- und Biomechanik bewa¨hrt. In diesen
Fa¨llen ist die Modellierung der betrachteten Materie als Einphasenkontinuum
ohne Beru¨cksichtigung des Mikrogefu¨ges ha¨ufig nicht ausreichend zur genu¨gend
genauen Simulation physikalischer Vorga¨nge. Ursache dafu¨r sind die unterschied-
lichen Bewegungszusta¨nde der einzelnen Konstituierenden des Mehrphasenma-
terials und deren Interaktionen unter Einfluss von a¨ußeren Belastungen und
Temperatura¨nderungen. Wegen der komplexen inneren Struktur realer poro¨ser
Materialien ist andererseits eine, bezu¨glich der Theorien und numerischen Algo-
rithmen verfu¨gbare, separierte Beschreibung der Mechanik der einzelnen Kon-
stituierenden auf der Mikroebene unzweckma¨ßig. Zudem ist fu¨r die meisten in-
genieurtechnischen, geotechnologischen und biomechanischen Problemstellungen
eine makroskopische Charakterisierung der physikalischen Pha¨nomene unter sta-
tistisch gemittelter Beru¨cksichtigung mikrostruktureller Gegebenheiten vollkom-
men hinreichend. So interessiert beispielsweise bei der Untersuchung von Grund-
wasserstro¨mungen nicht die reale Geschwindigkeit des Fluids in jeder einzelnen
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(Mikro)Pore, sondern vielmehr die (gemittelte) Sickergeschwindigkeit im (Ge-
samt)Kontinuum2. A¨hnliche Aussagen gelten fu¨r die Simulation des mechanischen
Verhaltens biologischer Gewebe mit ihrer außerordentlich vielfa¨ltigen makromo-
lekularen und biologisch aktiven Struktur.
Mit der TPM wurde ein anerkanntes pha¨nomenologisches Modell zur makrosko-
pischen Beschreibung physikalischer Vorga¨nge in Zweiphasenmedien mittels kon-
tinuumsmechanischer Ansa¨tze entwickelt. Wie fu¨r die meisten Anwendungsfa¨lle
zutreffend, soll dabei in dieser Arbeit von vollsta¨ndig gesa¨ttigtem Material ausge-
gangen werden (das Porenfluid fu¨llt die durchgehenden Hohlra¨ume des Festko¨r-
perskeletts komplett aus). Weiterhin werden Masseproduktion in den einzelnen
Konstituierenden bzw. Masseaustausch zwischen diesen vernachla¨ssigt sowie aus-
schließlich quasistatische Probleme betrachtet.
Theoretischer Kern der TPM ist das so genannte Konzept der Volumenanteile. In
diesem Zusammenhang wird zuna¨chst davon ausgegangen, dass die Masseanteile
aller Konstituierenden des Mehrphasenmediums in einem Kontrollraum gleich-
zeitig pra¨sent und statistisch gleich verteilt sind. Damit wird u. a. auch gewa¨hr-
leistet, dass am Rand des Kontrollraumes und in seinem Inneren statistisch die
gleiche Porenverteilung vorliegt. Eine solche Annahme ist wichtig, um gleichartige
Bewegungszusta¨nde fu¨r das Porenfluid im Kontrollraum und u¨ber dessen Rand
hinaus zu garantieren. Geometrisch wird der Kontrollraum zu jedem Zeitpunkt
durch das Festko¨rperskelett definiert und begrenzt, wa¨hrend Porenfluid u¨ber den
Rand des Gebietes hinwegstro¨men kann. Weiterhin muss der Kontrollraum aus-
reichend groß gegenu¨ber den einzelnen Konstituierenden des Mehrphasenmedi-
ums sein, um die gewa¨hlte makroskopische Betrachtungsweise zu rechtfertigen.
Unter Beru¨cksichtigung dieser Annahmen werden im Rahmen der TPM die Kon-
stituierenden (Festko¨rper, Flu¨ssigkeit, Gas) durch verschmierte Ersatzkontinua
mit reduzierten Massedichten erfasst, die einer kontinuumsmechanischen Behand-
lung zuga¨nglich sind. Somit kann die TPM als homogenisiertes Ersatzmodell zur
Charakterisierung physikalischer Prozesse in heterogen strukturierten Kontinua
aufgefasst werden. Interne Wechselwirkungsmechanismen zwischen den Konsti-
tuierenden werden bei der Modellbildung durch Kopplungsgro¨ßen beru¨cksichtigt
(vgl. [5,26,76] u. a.). Diese beschreiben die Auswirkungen der auf der Mikroebene
vorliegenden Interaktionen in einem makroskopischen Ansatz.
2Fu¨r die Betrachtung des fluidgefu¨llten poro¨sen Mediums soll hier und im Weiteren der Be-
griff Kontinuum verwendet werden. Er entspricht den Vorstellungen eines von u¨berlagerten,
homogenisierten Partialkontinua ausgefu¨llten Ersatzko¨rpers, dessen Beschreibung kontinu-
umsmechanischen Methoden zuga¨nglich ist. In der deutsch- und englischsprachigen Literatur
findet sich ha¨ufig die Bezeichnung Gemisch (resp. mixture), welche sich aus der Art der in
der Theorie poro¨ser Medien verwendeten Modellbildung ableiten la¨sst. Er steht jedoch im
Widerspruch zur Forderung nach der Nichtmischbarkeit der Konstituierenden. Die Misch-
barkeit unterschiedlicher Komponenten ist Merkmal von Aufgabenstellungen der klassischen
Mischungstheorie und beispielsweise fu¨r Mehrphasenstro¨mungen ein anschauliches Modell.
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Im Konzept der Volumenanteile werden die reale Porenstruktur und -verteilung
nicht erfasst. Vielmehr erfolgt die Definition skalarer Variablen zur Beschreibung
des Gefu¨ges eines poro¨sen Ko¨rpers. Diese stellen jeweils den Quotienten des Par-
tialvolumens der Konstituierenden bezu¨glich des Gesamtvolumens dΩ eines re-
pra¨sentativen Elementarvolumens des Kontrollraums dar. Fu¨r Zweiphasenmedien
werden beispielsweise die Volumenanteile φS und φF wie folgt definiert:
φS =
dΩS
dΩ
, φF =
dΩF
dΩ
. (1)
Die Ausdehnung des repra¨sentativen Elementarvolumens ist nicht mit einem ab-
soluten geometrischen Maß zu verbinden, sondern als Relativangabe in Bezug
zu den Dimensionen des betrachteten Kontinuums zu verstehen. Letzteres kann
in der Geotechnologie Abmessungen im Bereich von 102 . . . 103 km besitzen, fu¨r
biologische Gewebe ko¨nnen diese jedoch bei nur wenigen Millimetern liegen.
Zum Zeitpunkt t = t0 gilt speziell mit dem Volumen dΩ0 des repra¨sentativen
Elementarvolumens in der Ausgangskonfiguration:
φS0 =
dΩS0
dΩ0
, φF0 =
dΩF0
dΩ0
. (2)
Hier und im Folgenden werden mit den Indizes S und F entsprechend Varia-
blen bezu¨glich des Festko¨rperskeletts bzw. des Porenfluids gekennzeichnet. Eine
fehlende Indizierung weist auf Variablen zur Beschreibung des Kontinuums hin.
Zudem werden im Weiteren analoge Definitionen bezu¨glich verschiedener Konfi-
gurationen des physikalischen Ko¨rpers nicht mehrfach angegeben.
Der Volumenanteil φF des Porenfluids wird als Porosita¨t bezeichnet. Aus der oben
erwa¨hnten Annahme eines stets vollsta¨ndig mit dem Fluid gefu¨llten Festko¨rper-
skeletts folgt im Rahmen des Konzepts der Volumenanteile die Sa¨ttigungsbedin-
gung
dΩ = dΩS + dΩF ⇒ φS + φF = 1 , (3)
die eine Zwangsbedingung fu¨r die Bewegungszusta¨nde der Konstituierenden dar-
stellt.
Eine weitere wichtige Zwangsbedingung verko¨rpert in der TPM die Annahme von
Inkompressibilita¨t der Konstituierenden, worauf spa¨ter im Detail eingegangen
wird. Die Frage der Kompressibilita¨t bzw. Inkompressibilita¨t eines Materials ist
eng mit der (mo¨glichen) A¨nderung seiner Dichte verbunden. Im Zusammenhang
mit dem Konzept der Volumenanteile werden zwei verschiedene Definitionen der
Massedichte verwendet. Fu¨r die so genannte effektive (oder auch realistische)
Dichte werden die Masseelemente dmS bzw. dmF der Konstituierenden auf deren
partiale Volumenelemente bezogen.
%SR =
dmS
dΩS
, %FR =
dmF
dΩF
(4)
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Die effektive Dichte zeigt eine Analogie zur Definition der Massedichte im Ein-
phasenmedium. Im Gegensatz dazu werden bei der so genannten partialen (bzw.
globalen) Dichte die Masseelemente der Konstituierenden auf das Volumenele-
ment des Kontinuums bezogen.
%S =
dmS
dΩ
, %F =
dmF
dΩ
(5)
Mit den Volumenanteilen (1) kann ein Zusammenhang zwischen der effektiven
und der partialen Dichte der Konstituierenden hergestellt werden.
%S = φS %SR , %F = φF %FR (6)
Wegen der zeitlich vera¨nderlichen Volumenteile folgt aus Beziehung (6), dass sich
eine intrinsisch inkompressible Konstituierende (konstante effektive Massedichte)
unter a¨ußerer Belastung bezu¨glich des Kontinuums kompressibel verhalten kann.
Die mittlere Dichte der (homogenisierten) poro¨sen Gesamtstruktur betra¨gt
% = %S + %F . (7)
Da in der Realita¨t die einzelnen Bestandteile eines Mehrphasenmediums ha¨ufig
nicht mischbar sind, stellt die TPM eine physikalisch sinnvolle Erweiterung der
Mischungstheorie dar. Der Vorteil dieses Zuganges liegt in der messtechnischen
Erfassbarkeit der Volumenanteile einzelner Konstituierenden, z. B. der Porosita¨t,
am realen Objekt. Mit der Definition (1) wird jedoch nochmals verdeutlicht, dass
die (lokal messbaren) Volumenanteile Materialcharakteristika der Mikroebene im
Makromodell darstellen, ohne die zugrunde liegende Struktur (Porengro¨ße, Po-
renverteilung etc.) explizit zu erfassen.
2.1 Kinematik
Die Beschreibung der Kinematik eines Mehrphasenmediums basiert in der Mi-
schungstheorie auf zwei fundamentalen Annahmen:
1. Jedes Teilchen an der Stelle x der Momentankonfiguration des Ko¨rpers be-
steht zum aktuellen Zeitpunkt t, im Sinne einer Modellvorstellung, gleich-
zeitig aus Materie aller Konstituierenden.
2. Alle Bestandteile des Gemisches sind durch eigensta¨ndige Bewegungszu-
sta¨nde ihrer materiellen Punkte gekennzeichnet, unabha¨ngig vom Bewe-
gungszustand der anderen Konstituierenden.
In diesem Zusammenhang ist die Bewegung (Deformation) des u¨berlagerten Kon-
tinuums (poro¨se Gesamtstruktur) durch individuelle Bewegungszusta¨nde der ein-
zelnen Konstituierenden und Interaktionen zwischen diesen gekennzeichnet. Wie
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Abb. 1: Kinematik eines Zweiphasenmediums. Konfigurationen des Kontinuums
und Bewegung materieller Punkte der beiden Konstituierenden.
in Abb. 1 am Beispiel eines Zweiphasenmaterials verdeutlicht wird, nehmen als
Konsequenz der obigen Annahmen die zum aktuellen Zeitpunkt t in x befindli-
chen materiellen Punkte des Festko¨rperskeletts und des Porenfluids in der Aus-
gangskonfiguration zum Zeitpunkt t = t0 unterschiedliche Positionen ein. Durch
die unterschiedlichen Bewegungszusta¨nde der materiellen Punkte verlassen sie
ihre gemeinsame Position x auch wieder fu¨r Konfigurationen zuku¨nftiger Zeit-
punkte t+ ∆t auf differierenden Bahnen.
In der Regel wird im Rahmen der gemischten FE-Strategien der Theorie poro¨ser
Medien fu¨r die Kinematik des Festko¨rperskeletts die Lagrangesche Beschreibung
verwendet, fu¨r die Kinematik des Porenfluids die Eulersche. Wie Lewis und Schre-
fler [50] am Beispiel quasistatischer und dynamischer Probleme bei großen Ver-
zerrungen darstellen, ko¨nnen dabei FE-Beziehungen in updated Lagrangescher
Betrachtungsweise angegeben werden. Zur Beseitigung der Ma¨ngel einer inkon-
sistenten Betrachtung der Kinematik der unterschiedlichen Konstituierenden wird
von Bourgeois und Dormieux [10] sowie Coussy [22] und von Wilma´nski [79] eine
verallgemeinerte Lagrangesche (materielle) Darstellung der Bilanzgleichungen der
Theorie poro¨ser Medien mit der Ausgangskonfiguration des Festko¨rperskeletts als
Bezugskonfiguration fu¨r die Bewegung des Kontinuums vorgeschlagen. Wa¨hrend
diese Konfiguration fu¨r die Festko¨rperdeformation die natu¨rliche materielle Be-
zugskonfiguration ist, wird die Bewegung des Porenfluids relativ zum Festko¨rper-
skelett betrachtet. Diese Vorgehensweise ist auch durch die oben erwa¨hnte An-
nahme gerechtfertigt, dass der Kontrollraum zur Homogenisierung des poro¨sen
Mediums durch das Festko¨rperskelett gebildet wird. Zudem ko¨nnen sich materiel-
le Punkte des Porenfluids zum Zeitpunkt t = t0 auch außerhalb des betrachteten
Kontrollraumes aufhalten, wenn Ein- oder Durchstro¨mprozesse vorkommen, was
die Verwendung der Ausgangskonfiguration des Fluids als Bezugskonfiguration
einschra¨nkt.
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Das Konzept der verallgemeinerten materiellen Darstellung zur Beschreibung
großer Verzerrungen fluidgesa¨ttigter poro¨ser Medien wird in der vorliegenden
Arbeit konsequent verfolgt. In diesem Zusammenhang werden im Weiteren ledig-
lich Variablen eingefu¨hrt, die fu¨r eine konsistente Darstellung der notwendigen
Bilanz- und Materialgleichungen erforderlich sind. Herleitungen werden dabei fall-
weise in der (physikalisch relevanten) Momentankonfiguration ausgefu¨hrt und die
anschließende Transformation der Variablen oder Beziehungen in die Ausgangs-
konfiguration des Festko¨rperskeletts erla¨utert.
In der Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt t = t0 stellt der betrachtete ho-
mogenisierte poro¨se Ko¨rper eine Menge Ω0 ⊂ R3 materieller Punkte mit dem
Rand Γ0 dar (ein Gebiet im dreidimensionalen Euklidischen Raum E3). Der
Rand wird jeweils in Bereiche Γ0D mit Dirichlet-Randbedingungen und Γ0N mit
Neumann-Randbedingungen bezu¨glich der unabha¨ngigen Systemvariablen Ver-
schiebungen des Festko¨rperskeletts und Porenwasserdruck3 unterteilt4. Die ma-
teriellen Punkte des Festko¨rperskeletts werden eindeutig durch die Ortsvektoren
XS ∈ Ω0 bzw. ihre Koordinaten (XS1, XS2, XS3) charakterisiert.
Zum aktuellen Zeitpunkt t nimmt der Ko¨rper das Gebiet Ωt ⊂ R3 – die Momen-
tankonfiguration – ein. Hier werden die materiellen Punkte aller Konstituieren-
den jeweils durch die gleichen Ortsvektoren x bzw. ihre Koordinaten (x1, x2, x3)
bestimmt. Unter der Bewegung der Konstituierenden wird die zeitliche Aufein-
anderfolge von Konfigurationen verstanden. Durch die Bewegungsgesetze
x = ϕS(XS, t) , x = ϕF (XF , t) (8)
wird fu¨r die materiellen Punkte des Festko¨rperskeletts sowie des Porenfluids zu
jedem Zeitpunkt t ein eindeutiger Zusammmenhang zwischen ihrer aktuellen Po-
sition im E3 und ihrer Zuordnung im Referenzzustand hergestellt. Wegen der
Eineindeutigkeit der Abbildung zwischen Punkten des physikalischen Ko¨rpers
und materiellen Punkten im R3 fu¨r alle t folgt die Gu¨ltigkeit der inversen Bewe-
gungsgesetze
XS = ϕ
−1
S (x, t) , XF = ϕ
−1
F (x, t) . (9)
Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung konstituti-
ver Gesetze bei großen Verzerrungen bildet der Deformationsgradient
FS = (GradS x)
T, (10)
3Unabha¨ngig von den realen Porenfluiden hat sich in der deutschsprachigen Literatur der
Begriff Porenwasserdruck fu¨r die Wirkung des den poro¨sen Festko¨rper ausfu¨llenden Fluids
durchgesetzt. Im Englischen wird der Ausdruck pore pressure benutzt.
4Im Folgenden sollen folgende Bezeichnungen fu¨r die einzelnen Randabschnitte verwen-
det werden: Γ0DU – Bereich mit vorgegebenen Verschiebungen des Festko¨rperskeletts,
Γ0NU – Segment mit eingepra¨gten a¨ußeren mechanischen Belastungen (fla¨chenfo¨rmig verteil-
te Kra¨fte), Γ0Dp – Abschnitt mit vorgegebenem Porenwasserdruck, Γ0Np – Randregion mit
eingepra¨gtem Fluidstrom pro Zeit- und Fla¨cheneinheit. Es gilt zudem Γ0 = Γ0DU ∪Γ0NU =
Γ0Dp ∪ Γ0Np und Γ0DU ∩ Γ0NU = Γ0Dp ∩ Γ0Np = ∅.
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welcher ein materielles Linienelement des Festko¨rperskeletts von dessen Aus-
gangs- in die Momentankonfiguration abbildet. Hierbei stellt uS = uS(x, t) den
Verschiebungsvektor materieller Teilchen des Festko¨rperskeletts (die prima¨re ki-
nematische Variable der TPM) als Funktion der ra¨umlichen Koordinaten und
der Zeit dar. Mit dem Bewegungsgesetz (81) kann dieser auch als Funktion der
Koordinaten der Ausgangskonfiguration und der Zeit formuliert werden:
uS(ϕS(XS, t), t) = US(XS, t) = x(XS, t) − XS . (11)
Dabei ist die Gleichheit der Vektorfelder uS und US (die unterschiedliche Vektor-
funktionen sind) in dem Sinne zu verstehen, dass bei oben beschriebener Operati-
on die speziellen Charakteristika des vektoriellen Verschiebungsfeldes (wie La¨nge
und Richtung der Vektoren) vollsta¨ndig erhalten bleiben. Es wird lediglich als
Funktion unterschiedlicher Koordinaten dargestellt.
Im Rahmen des Wechsels des Systems der als unabha¨ngige Variable gewa¨hlten
Ortskoordinaten a¨ndern sich in allgemeinen krummlinigen Koordinaten ada¨quat
sowohl die Basisvektoren als auch die Vektorkoordinaten. Eine solche Transfor-
mation kann auf beliebige Vektoren oder Tensoren angewandt werden. Sie macht
sich ha¨ufig erforderlich, wenn in einer Beziehung physikalische Gro¨ßen miteinan-
der verknu¨pft werden sollen (z. B. im Rahmen einer Summation oder Integrati-
on), die auf unterschiedliche Punkte im E3 bezogen sind. Fu¨r die Vektor- bzw.
Tensorkoordinaten wird die Transformation mit dem so genannten Shifter aus-
gefu¨hrt (vgl. [58] u. a.). Der Shifter ist ein zweistufiger Zweipunkttensor, dessen
Koordinaten als Skalarprodukte der Basisvektoren der verschiedenen Koordina-
tensysteme definiert sind. In kartesischen Systemen mit zueinander parallelen
Koordinatenachsen stellt der Shifter den Einheitstensor dar. Im Weiteren sollen
o.E.d.A. entsprechende kartesische Koordinatensysteme betrachtet werden. Fu¨r
diesem Fall vereinfachen sich zudem Ableitungen nach den Ortskoordinaten zu
partiellen Ableitungen im Gegensatz zur Verwendung kovarianter Ableitungen
in allgemeinen krummlinigen Koordinaten. Der Deformationsgradient (10) kann
mit (11) somit auch wie folgt dargestellt werden:
FS = (GradS US)
T + I . (12)
Analog zur Betrachtung von Einphasenmedien stellt die Determinante JS des
Deformationsgradienten
JS = detFS =
dΩ
dΩ0
(13)
das Volumenverha¨ltnis des (
”
verschmierten“) Festko¨rperanteils eines repra¨senta-
tiven Elementarvolumens bezu¨glich der Momentan- und Ausgangskonfiguration
dar.
Mit Hilfe des Deformationsgradienten ko¨nnen unterschiedliche Verzerrungsmaße
formuliert werden, die sich auf die Ausgangs- oder auch die Momentankonfi-
guration beziehen. Da das Materialgesetz in der verallgemeinerten materiellen
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Beschreibungsweise formuliert werden soll (bezu¨glich der Ausgangskonfigurati-
on des Festko¨rperskeletts), sind die relevanten materiellen Verzerrungsmaße der
Rechts-Cauchy-Green Tensor
CS = F
T
S FS = GradS US + (GradSUS)
T + GradS US (GradSUS)
T + I (14)
und der Greensche Verzerrungstensor
2ES = CS − I = GradS US + (GradSUS)T + GradS US (GradSUS)T . (15)
Aus den unterschiedlichen Bewegungsgesetzen der materiellen Punkte der einzel-
nen Konstituierenden folgt, dass die verschiedenen Phasen zum Zeitpunkt t im
Punkt x unterschiedliche Geschwindigkeiten vS(x, t) (feste Phase) und vF (x, t)
(fluide Phase) aufweisen. Fu¨r die ra¨umliche Formulierung der Geschwindigkeit
der festen Phase wird, wie in der Literatur u¨blich, im Folgenden die Beziehung
vS(x, t) = (uS)
′
S (16)
verwendet5. In diesem Zusammenhang ist erga¨nzend zu erwa¨hnen, dass fu¨r die
Beschreibung von Transport- und Deformationsvorga¨ngen in Mehrphasenmedi-
en wegen der unterschiedlichen Bewegungszusta¨nde der Konstituierenden unter-
schiedliche materielle Ableitungen fu¨r ra¨umliche Funktionen zu definieren sind.
So gilt etwa bezu¨glich der betrachteten Zweiphasenformulierung fu¨r eine beliebige
skalare Funktion ξ(x, t):
ξ′S =
dS ξ
dt
=
∂ξ
∂t
+ (grad ξ)T vS , (17a)
ξ′F =
dF ξ
dt
=
∂ξ
∂t
+ (grad ξ)T vF . (17b)
Analoge Definitionen werden fu¨r vektorielle sowie tensorielle Variablen gepra¨gt.
Als charakteristische kinematische Variable zur Beschreibung der Fluidbewegung
in den Porenra¨umen wird in der TPM die so genannte Sickergeschwindigkeit defi-
niert. Sie stellt die Relativgeschwindigkeit des stro¨menden Fluids gegenu¨ber dem
sich deformierenden Festko¨rperskelett dar und ist bezu¨glich dessen ra¨umlicher
Koordinaten wie folgt definiert:
wF = vF − vS = vF − (uS)′S . (18)
5Entsprechend den gewo¨hnlich in der Literatur der Theorie poro¨ser Medien verwendeten Be-
zeichnungen werden die materiellen Zeitableitungen ra¨umlicher Gro¨ßen durch ein hoch ge-
stelltes ()′ und einen, den Bezug zur betrachteten Konstituierenden vermittelnden, tief ge-
stellten Index S bzw. F beschrieben.
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Mit (17a) und (18) kann die materielle Zeitableitung einer beliebigen skalaren
Funktion ξ(x, t) bezu¨glich der Bewegung eines materiellen Teilchens des Poren-
fluides auch durch die materielle Zeitableitung mit Bezug zum Festko¨rperskelett
ausgedru¨ckt werden.
ξ′F = ξ
′
S + (grad ξ)
T wF (19)
Im Rahmen der verallgemeinerten materiellen Darstellung ist der Beschreibung
der Relativbewegung zwischen Fluid und sich deformierendem Festko¨rperskelett
besondere Aufmerksamkeit zu widmen. Mit der dazu erforderlichen Transforma-
tion der physikalisch relevanten Beziehung (18) wird die Relativgeschwindigkeit
des Abbildes des zur Zeit t in x befindlichen materiellen Fluidteilchens in der
Ausgangskonfiguration des Festko¨rperskeletts charakterisiert. Es sei nochmals
darauf hingewiesen, dass die Position dieses Teilchens zum Zeitpunkt t = t0
nicht notwendigerweise mit der Position XS des materiellen Festko¨rperteilchens
u¨bereinstimmen muss, dessen Lage zur Zeit t durch den gleichen Ortsvektor x
beschrieben wurde. Fu¨r die Transformation von (18) wird der relative Massefluss
des Fluides durch beliebige materielle Fla¨chenelemente des Festko¨rperskeletts be-
trachtet. Als skalare Gro¨ße darf dieser seinen Betrag durch die Transformation
nicht a¨ndern. Somit gilt:
%FwF n dΓ = %F0WF N dΓ0 . (20)
Hierbei stellen n und N die Normalenvektoren der Fla¨chenelemente dΓ und dΓ0
dar. Nach Anwendung der Nansonschen Formel zur Transformation von Fla¨chen-
elementen
n dΓ = dΓ = JSF
−T
S dΓ0 = JSF
−T
S N dΓ0 (21)
auf die Beziehung (20) folgt:
JS%FF
−1
S wF = %F0WF
def
= W˜F . (22)
Die postulierte materielle Inkompressibilita¨t des Porenfluids kann durch die Kon-
stanz dessen effektiver Massedichte
%FR = %FR0 ⇒ (%FR)′F = 0 (23)
ausgedru¨ckt werden. Unter Beru¨cksichtigung des Zusammenhangs zwischen ef-
fektiver und partialer Massedichte (6) und der Inkompressibilita¨tsbedingung (23)
kann fu¨r die Sickergeschwindigkeit eine verallgemeinerte materielle Darstellung
angegeben werden.
φF0WF = JSF
−1
S φFwF (24)
Der Ausdruck W˜F = φF0WF bzw. dessen Entsprechung in der Momentankon-
figuration wird in der Literatur auch als Filtergeschwindigkeit bezeichnet. Sie
stellt eine makroskopische Gro¨ße dar und charakterisiert im Rahmen der TPM
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die im Porenraum erfolgende Fluidstro¨mung. Aus mathematischer Sicht ist W˜F
die Abbildung des ra¨umlichen Masseflussvektors w˜F = %FwF (Massefluss pro
Zeit- und Fla¨cheneinheit) in die Ausgangskonfiguration des Festko¨rperskeletts
und hat keine physikalische Bedeutung.
2.2 Volumenbilanz des Kontinuums
Fu¨r die makroskopische Beschreibung der Bewegung eines fluidgesa¨ttigten poro¨-
sen Mediums mu¨ssen Restriktionen bezu¨glich der Bewegungszusta¨nde der Konsti-
tuierenden aufgestellt werden. Im betrachteten Fall eignet sich dazu beispielsweise
eine Auswertung der Sa¨ttigungsbedingung (3). Werden die materiellen Zeitablei-
tungen der Volumenanteile in der Momentankonfiguration bezu¨glich einer der
beiden Konstituierenden analysiert, so ergibt sich mit (3) unter Beru¨cksichtigung
von (19):
(φS)
′
S + (φF )
′
S = (φS)
′
S + (φF )
′
F − (gradφF )T wF . (25)
Mit den Beziehungen zwischen effektiver und partialer Massedichte (6) lassen
sich die materiellen Zeitableitungen der Volumenanteile bezu¨glich der Bewegung
eines materiellen Teilchens der zugeho¨rigen Konstituierenden umformulieren.
(φS)
′
S =
(
%S
%SR
)′
S
=
1
%SR
(%S)
′
S −
%S
%2SR
(%SR)
′
S
=
φS
%S
(%S)
′
S −
φS
%SR
(%SR)
′
S (26a)
(φF )
′
F =
φF
%F
(%F )
′
F −
φF
%FR
(%FR)
′
F (26b)
Bei Vernachla¨ssigung von Masseaustausch zwischen den Bestandteilen eines fluid-
gesa¨ttigten poro¨sen Mediums gilt fu¨r jede einzelne Konstituierende die Massebi-
lanz6.
6Auf eine ausfu¨hrliche Darstellung von Bilanzgleichungen wird hier und im Folgenden gene-
rell verzichtet. Sie werden jeweils nur in der fu¨r die Konsistenz und das Versta¨ndnis der
Ausfu¨hrungen erforderlichen Form unter Beru¨cksichtigung spezieller Restriktionen angege-
ben. Ein ausfu¨hrlicher U¨berblick wird u. a. in einzelnen Beitra¨gen von [27] und weiteren dort
zitierten Arbeiten dargeboten. Dabei wird von der Vorstellung ausgegangen, dass alle par-
tialen Bilanzgleichungen fu¨r die Konstituierenden sowie die Bilanzgleichungen fu¨r das Konti-
nuum in Analogie zu den entsprechenden Beziehungen der klassischen Kontinuumsmechanik
fu¨r Einphasenmedien formuliert werden ko¨nnen (siehe dazu auch die von Truesdell angege-
benen so genannten metaphysischen Prinzipien [75]). In diesem Zusammenhang werden die
Interaktionen zwischen den Konstituierenden durch zusa¨tzliche so genannte Austauschterme
(auch Produktionsterme) erfasst.
13
(%S)
′
S + %S div (uS)
′
S = 0 (27a)
(%F )
′
F + %F divvF = 0 (27b)
Nach Einsetzen der Beziehungen (26a), (26b) sowie (27a), (27b) in die Volumen-
bilanz (25) ergibt sich unter Beru¨cksichtigung der Inkompressibilita¨tsbedingung
(23) fu¨r das Porenfluid und einer analogen Beziehung zur Inkompressibilita¨t des
Festko¨rperskeletts:
(φS)
′
S + (φF )
′
S = −φS div (uS)′S − φF divvF
− (gradφF )T wF
= −φS div (uS)′S − φF divwF
−φF div (uS)′S − (gradφF )T wF
= − (φS + φF ) div (uS)′S − div (φF wF ) . (28)
Bei der Herleitung wurde zusa¨tzlich von der Nulladdition des Terms φF div (uS)
′
S
Gebrauch gemacht.
Mit der Sa¨ttigungsbedingung (3) folgt aus (28) die Volumenbilanz eines zweipha-
sigen, fluidgesa¨ttigten poro¨sen Mediums in ra¨umlicher Darstellung.
div
[
(uS)
′
S + φF wF
]
= 0 (29)
2.3 Definition von Spannungstensoren fu¨r das poro¨se Medium
Ausgehend von experimentellen Beobachtungen an fluidgesa¨ttigten Bo¨den fu¨hr-
te von Terzaghi [74] das heuristisch motivierte Prinzip der Effektivspannungen
fu¨r die Spannungsberechnung in poro¨sen Medien ein. Es besagt, dass der Span-
nungszustand in jedem Raumpunkt der Momentankonfiguration in mehrere Par-
tialspannungen zerlegt werden kann. Ein Anteil wirkt gleichermaßen in den dort
befindlichen materiellen Punkten des Fluids sowie des Festko¨rperskeletts als iso-
troper Tensor (hydrostatischer Zustand) und wird als Porenwasserdruck bezeich-
net. Er beschreibt die Interaktion zwischen stro¨mendem Fluid und sich defor-
mierendem Festko¨rperskelett. Die Gesamtspannung im Kontinuum muss folglich
durch weitere Anteile bestimmt werden, die durch die Geschichte der Fluidbe-
wegung bzw. die Deformation des Festko¨rperskeletts definiert sind. Diese Span-
nungsanteile werden effektive bzw. wirksame Spannungen genannt. Wa¨hrend ge-
zeigt werden kann, dass der Porenwasserdruck theoretisch wie ein Lagrangescher
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Multiplikator mit der Volumenbilanz (29) als Restriktion bezu¨glich der Geschwin-
digkeitszusta¨nde der Konstituierenden zu motivieren ist (vgl. [2,12,26] und ande-
re Autoren), mu¨ssen fu¨r die Effektivspannungsanteile konstitutive Beziehungen
formuliert werden.
Die Separation der Spannungsanteile geht konform mit der Beobachtung, dass
das Forma¨nderungs- und Festigkeitsverhalten des partialen Festko¨rpers allein
durch den effektiven Spannungsanteil bestimmt wird. Das Effektivspannungs-
konzept war in der Literatur lange Zeit nicht unumstritten, fand jedoch mit
der grundlegenden Annahme der materiellen Inkompressibilita¨t der Konstitu-
ierenden allgemeine Akzeptanz. Die Voraussetzung partialer Inkompressibilita¨t
ist sinnvoll, da Porenfluide ohnehin in weiten Druckbereichen als inkompressi-
bel gelten ko¨nnen (zumindest, sofern es sich um Flu¨ssigkeiten handelt) und die
Kompressibilita¨t des Festko¨rpermaterials im Vergleich zur Kompressibilita¨t des
poro¨sen Gesamtko¨rpers (bedingt durch die Vera¨nderungen des Porenraumes) zu
vernachla¨ssigen ist.
Basierend auf den Darlegungen zum Effektivspannungskonzept ko¨nnen die Par-
tialspannungen fu¨r das Festko¨rperskelett und das Porenfluid eines gesa¨ttigten
poro¨sen Zweiphasenmediums in ra¨umlicher Darstellung verallgemeinernd in fol-
gender Weise definiert werden:
σS = −φS p I + σES , (30a)
σF = −φF p I + σEF . (30b)
Hierbei stellt p den Porenwasserdruck dar. Die Cauchyschen Spannungstensoren
σES und σ
E
F bezeichnen die Effektivspannungsanteile fu¨r das Festko¨rperskelett
bzw. das Porenfluid. Zusa¨tzlich wird von der allgemein gu¨ltigen Konvention Ge-
brauch gemacht, dass im Festko¨rperskelett Zugspannungen als positiv angesehen
werden, bezu¨glich des hydrostatischen Zustandes jedoch der Porenwasserdruck
ein positives Vorzeichen erha¨lt. Da nach den verwendeten Modellvorstellungen
das partiale Ersatzkontinuum fu¨r das Festko¨rperskelett den gesamten Kontroll-
raum lu¨ckenlos ausfu¨llt, muss fu¨r σES auch bei materieller Inkompressibilita¨t auf
der Mikroebene (Festko¨rperskelett, vollsta¨ndig mit Porenfluid gefu¨llt) ein De-
formationsgesetz zur Beschreibung kompressiblen Verhaltens formuliert werden.
Auf der Makroebene treten Volumena¨nderungen auf, die durch die Evolution des
Porenraumes (Porosita¨t) bei a¨ußerer Belastung bedingt sind.
Der effektive Spannungstensors σES kann durch die Deformation des Festko¨rper-
skeletts sowie zusa¨tzlich durch nichtmechanische Prozesse (z. B. (elektro)chemi-
sche Vorga¨nge in der Geo- bzw. Biomechanik) beeinflusst werden. Das fu¨hrt
zu einer weiteren additiven Aufspaltung dieser Partialspannung, deren einzel-
ne Anteile durch konstitutive Gleichungen bestimmt werden. Wie im klassischen
15
pha¨nomenologischen Fall des Einphasenkontinuums lassen sich geeignete Ent-
wicklungsgleichungen unter Beru¨cksichtigung der bekannten Axiome der Mate-
rialtheorie thermodynamisch konsistent unter Beru¨cksichtigung einer ha¨ufig als
Clausius-Duhem-Ungleichung bezeichneten Beziehung ableiten. Diese stellt eine
Verknu¨pfung des ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik dar.
Ohne wiederum auf Details der Herleitung einzugehen, gelten fu¨r die partia-
len Clausius-Duhem-Ungleichungen der Konstituierenden eines fluidgesa¨ttigten
poro¨sen Mediums bei Vernachla¨ssigung von Masseaustausch und Betrachtung
isothermer Vorga¨nge folgende Beziehungen in ra¨umlicher Darstellung:
σS ··dS − %S
(
ψ¯S
)′
S
+ ε̂S − ζ̂S ≥ 0 , (31a)
σF ··dF − %F
(
ψ¯F
)′
F
+ ε̂F − ζ̂F ≥ 0 . (31b)
Hierbei werden mit dS, dF die partialen Deformationsgeschwindigkeitstensoren
und mit ψ¯S, ψ¯F die partialen Funktionen der freien Helmholtz-Energiedichte der
Konstituierenden bezeichnet. Die Gro¨ßen ε̂S, ε̂F sowie ζ̂S, ζ̂F stellen Zusatzter-
me fu¨r die innere Energie bzw. die Entropie dar, die den mo¨glichen Austausch
der entsprechenden Gro¨ßen durch Wechselwirkungsmechanismen zwischen den
Konstituierenden beschreiben. Sie folgen somit nicht der fu¨r die jeweilige Kon-
stituierende gu¨ltigen Beziehung zwischen den partialen Gro¨ßen freie Helmholtz-
Energiedichte, innere Energie und Entropie. (vgl. [25,27] u. a.) Aus dem Vergleich
der partialen Bilanzgleichungen mit denen fu¨r das Kontinuum folgen die zusa¨tz-
lichen Restriktionen:
ε̂S + ε̂F = −p̂S (uS)′S − p̂F vF , (32)
ζ̂S + ζ̂F ≥ 0 (33)
mit den Impulsproduktionstermen p̂S und p̂F
7. Zusa¨tzlich folgt aus dem Vergleich
der Summe der aus den partialen Impulsbilanzen abgeleiteten Gleichgewichtsbe-
dingungen (diese werden spa¨ter im Detail formuliert) mit den Gleichgewichtsbe-
dingungen fu¨r ein Einphasenkontinuum p̂S = −p̂F . Somit ergibt die Summe von
(31a) und (31b) die Clausius-Duhem-Ungleichung fu¨r das Kontinuum in ra¨umli-
cher Darstellung.
σS ··dS + σF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂F wF ≥ 0 (34)
7Entsprechend den in der Theorie poro¨ser Medien u¨blicherweise verwendeten Begriffen erfas-
sen die Terme p̂S und p̂F die A¨nderung volumenbezogener Impulsgro¨ßen pro Zeiteinheit
aufgrund der Interaktion der einzelnen Konstituierenden. Physikalisch keinen Impuls dar-
stellend, werden sie in diesem Sinne in der Literatur als Impulsproduktionsterme bezeichnet,
welche die Impulsmodifikation einer Konstitutierenden im materiellen Punkt durch Wirkung
der anderen Konstituierenden in diesem Punkt beschreiben.
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Analog zu den Effektivspannungen wird in der Zerlegung
p̂F = p̂
E
F + p gradφF (35)
ein effektiver Impulsproduktionsterm definiert. Zusammen mit
2dS = grad (uS)
′
S +
(
grad (uS)
′
S
)T
, 2dF = gradvF + (gradvF )
T (36)
sowie der Zerlegung (30a), (30b) der partialen Spannungstensoren kann damit
unter Beru¨cksichtigung der Sa¨ttigungsbedingung (3) und der Volumenbilanz des
Kontinuums (29) die Beziehung (34) in der folgenden Weise umgeformt werden:
σES ··dS + σEF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂EF wF
−φS p I ·· grad (uS)′S − φF p I ·· gradvF − p gradφF wF
= σES ··dS + σEF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂EF wF
−φS p div (uS)′S − φF p divvF − p gradφF wF
= σES ··dS + σEF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂EF wF
−φS p div (uS)′S − φF p div (uS)′S − p φF divwF − p gradφF wF
= σES ··dS + σEF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂EF wF
− (φS + φF ) p div (uS)′S − p div (φF wF )
= σES ··dS + σEF ··dF − %S
(
ψ¯S
)′
S
− %F
(
ψ¯F
)′
F
− p̂EF wF ≥ 0 . (37)
Die Auswertung der Beziehung (37) fu¨hrt unter anderem mit der Bedingung
−p̂EF wF > 0 o.E.d.A. auf eine Entwicklungsgleichung fu¨r den effektiven Im-
pulsproduktionsterm p̂EF , die spa¨ter im Detail diskutiert wird. Im Weiteren soll
davon ausgegangen werden, dass die Poren des physikalischen Ko¨rpers mit einer
reibungsfreien Flu¨ssigkeit gefu¨llt sind. In diesem Fall kann der Effektivspannungs-
anteil σEF , der die Reaktionen auf innere Reibungsvorga¨nge des Porenfluids er-
fasst, vernachla¨ssigt werden. Gleichzeitig kann das betreffende Fluid keine innere
Energie speichern. Die Clausius-Duhem-Ungleichung in ra¨umlicher Darstellung
(37) vereinfacht sich somit zu:
σES ··dS − %S
(
ψ¯S
)′
S
≥ 0 . (38)
17
Nach der Transformation der Beziehungen (30a), (30b) in die Ausgangskonfigu-
ration des (pull-back mit dem Deformationsgradienten FS) ergeben sich unter
Beru¨cksichtigung der angegebenen Restriktionen die verallgemeinerten materiel-
len Darstellungen fu¨r die 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensoren der Partial-
spannungen.
TS = −JS φS pC−1S + T ES (39a)
TF = −JS φF pC−1S (39b)
Die Gesamtspannung fu¨r das Kontinuum entspricht der Summe der Partialspan-
nungen und ergibt sich somit unter Beru¨cksichtigung der Sa¨ttigungsbedingung
(3) zu
T = T ES − p JSC−1S = T ES − pSv = T ES − T v . (40)
Die Beziehung (40) stellt eine vo¨llige Analogie zur Aufspaltung des Spannungsten-
sors in einen hydrostatischen Anteil und einen Anteil zur Beschreibung isochorer
Bewegungszusta¨nde dar, wie sie aus der Theorie der nahezu inkompressiblen Elas-
tizita¨t bei großen Verzerrungen bekannt ist (siehe z. B. [18]). Unter anderem wird
aus dieser Tatsache die Motivation abgeleitet, beide Problemstellungen numerisch
mit a¨quivalenten gemischten Formulierungen zu behandeln. Ein entscheidender
Unterschied besteht jedoch im Versta¨ndnis des hydrostatischen Drucks p. In bei-
den Fa¨llen stellt er eine kinematisch unbestimmte Gro¨ße zur Beschreibung von
intrinsisch volumenerhaltenden mechanischen Prozessen dar. Wa¨hrend dazu im
Rahmen der nahezu inkompressiblen Elastizita¨t aus heuristischen U¨berlegungen
ein geeigneter Anteil der Funktion der freien Helmholtz-Energiedichte zu definie-
ren ist, existiert in der Theorie poro¨ser Medien u¨ber die Volumenbilanz (29) eine
Verknu¨pfung zu physikalisch relevanten Geschwindigkeitszusta¨nden im Kontinu-
um (siehe dazu auch die Herleitung von (37)). Wie spa¨ter gezeigt wird, findet das
seinen Ausdruck auch in der konsistenten Formulierung von Randbedingungen
fu¨r den Porenwasserdruck im Rahmen der FE-Realisierung der TPM.
Die Clausius-Duhem-Ungleichung (38) kann mit den u¨blichen Transformationsbe-
ziehungen fu¨r Spannungstensoren und Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren
ebenfalls in verallgemeinerter materieller Darstellung formuliert werden.
− %S0
.
ψ˜S +
1
2
T ES ·· C˙S ≥ 0 (41)
Abha¨ngig von den Materialeigenschaften des Festko¨rperskeletts ist die freie Helm-
holtz-Energiedichte eine Funktion von einem elastischen Verzerrungsmaß sowie
unterschiedlichen inneren Variablen und bildet somit den Ausgangspunkt der
thermodynamisch konsistenten Ableitung der konstitutiven Beziehung fu¨r den
effektiven Spannungstensor T ES sowie mo¨glicher Entwicklungsgleichungen fu¨r zu
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den inneren Variablen arbeitskonjugierte Gro¨ßen vom Spannungstyp. Diese Vor-
gehensweise ist analog zur Modellentwicklung fu¨r klassische Einphasenkontinua.
In einem spa¨teren Abschnitt wird die Definition eines hyperelastischen Deforma-
tionsgesetzes fu¨r die Effektivspannung des Festko¨rperskeletts demonstriert.
2.4 Evolutionsgleichung fu¨r die Porosita¨t
Die klassische Mischungstheorie stellt ein geschlossenes System zur Lo¨sung des
vollsta¨ndigen thermomechanischen Problems dar. Das heißt, die Anzahl der Bi-
lanz- und Konstitutivgleichungen stimmt mit der Anzahl der unabha¨ngigen Va-
riablen u¨berein. Durch die Volumenanteile werden im Rahmen der TPM zusa¨tz-
liche unabha¨ngige Variablen definiert, fu¨r die Entwicklungsgleichungen beno¨tigt
werden. In pha¨nomenologischen Ansa¨tzen von Einphasenmedien werden derarti-
ge Beziehungen durch geeignete Modelle unter Auswertung der Clausius-Duhem-
Ungleichung in thermodynamisch konsistenter Weise gewonnen. Da die Volumen-
anteile mit der Mikrostruktur des Materials verknu¨pfte Gro¨ßen darstellen, ist
die Mo¨glichkeit, fu¨r diese Variablen Entwicklungsgleichungen aus der Clausius-
Duhem-Ungleichung der Makroebene abzuleiten, nicht gegeben.
Mit der Sa¨ttigungsbedingung (hier (3) fu¨r ein Zweiphasenmedium) ist eine Re-
striktion bezu¨glich der Volumenanteile gegeben. Im betrachteten Fall ist es somit
ausreichend, eine Entwicklungsgleichung fu¨r eine der beiden Variablen φS oder φF
zu formulieren. Ausgangspunkt dafu¨r soll die partiale Massebilanz (27a) fu¨r das
Festko¨rperskelett sein. Zusammen mit den Beziehungen (6) zwischen effektiver
und partialer Dichte kann Gleichung (27a) zweckma¨ßig umformuliert werden.
(φS)
′
S %SR + φS (%SR)
′
S + φS %SR div (uS)
′
S = 0 (42)
Fu¨r die weiteren Analysen sei darauf hingewiesen, dass mit
grad (uS)
′
S = F˙S F
−1
S (43)
der Geschwindigkeitsgradient eines materiellen Teilchens des Festko¨rperskeletts
zur Zeit t gegeben ist. Dann folgt:
div (uS)
′
S = I ·· grad (uS)′S = F˙S ··F −1S . (44)
Andererseits gilt mit der Definition der Ableitung der Determinanten eines Ten-
sors nach dem Tensors selbst:
∂JS
∂FS
= JS F
−T
S (45)
und somit unter Beru¨cksichtigung von (44)
(JS)
′
S =
∂JS
∂FS
·· F˙ TS = JS F −TS ·· F˙
T
S = JS F˙S ··F −1S
= JS div (uS)
′
S . (46)
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Wird dieser Zusammenhang in (42) eingesetzt, so folgt nach einigen Umformun-
gen unter Beru¨cksichtigung der materiellen Inkompressibilita¨t des Festko¨rperske-
letts die Differentialgleichung
(φS)
′
S
φS
+
(JS)
′
S
JS
= 0 . (47)
Aus deren Lo¨sung φS = φS0J
−1
S la¨sst sich mit der Sa¨ttigungsbedingung (3) eine
(deformationsabha¨ngige) Entwicklungsgleichung fu¨r die Porosita¨t ableiten.
φF = 1 − (1− φF0) J−1S (48)
3 Randwertaufgabe der Theorie gesa¨ttigter poro¨ser
Medien bei großen Verzerrungen in
verallgemeinerter Lagrangescher Darstellung
Das Randwertproblem der Theorie poro¨ser Medien wird in Analogie zu den
Ansa¨tzen bei [29, 68, 72] und anderer Autoren als gemischtes Zweifeldproblem
in U/p-c-Formulierung definiert. Ausgangspunkt fu¨r die Herleitung der Feldglei-
chungen zur Beschreibung der Deformationsprozesse und des eindeutig bestimm-
ten Spannungszustandes im durch das poro¨se Medium eingenommenen Gebiet Ω0
sind die Gleichgewichtsbedingungen sowie die Volumenbilanz des Kontinuums.
Wie in Abschnitt 2.2 dargestellt, ergibt sich Letztere aus der Sa¨ttigungsbedin-
gung unter Beru¨cksichtigung der Massebilanzen fu¨r die Konstituierenden. Es wird
spa¨ter verdeutlicht, dass durch die Mo¨glichkeit der Eliminierung der Fluidge-
schwindigkeit aus den Bilanzgleichungen im Rahmen der TPM das fluidmecha-
nische Teilproblem nicht explizit betrachtet werden muss.
3.1 Schwache Formulierungen der Gleichgewichtsbedingungen
und der Volumenbilanz des Kontinuums
Analog zu den anderen Bilanzgleichungen muss auch die Impulsbilanz zuna¨chst
bezu¨glich jeder einzelnen Konstituierenden unter Beru¨cksichtigung aller partialen
externen Einflu¨sse und der Wechselwirkungsterme mit den anderen Konstituie-
renden aufgestellt werden. Aus diesen lassen sich fu¨r die betrachteten zweiphasi-
gen poro¨sen Medien im Fall quasistatischer Vorga¨nge bei Vernachla¨ssigung von
Masseaustausch zwischen den Konstituierenden die folgenden Gleichgewichtsbe-
dingungen ableiten:
divσS + %SbS − p̂F = 0 , (49a)
divσF + %FbF + p̂F = 0 . (49b)
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Die partialen Gleichgewichtsbedingungen (49a), (49b) stellen lokale, ra¨umliche
Formulierungen dar und dru¨cken die Bilanz zwischen der Divergenz der jeweili-
gen Cauchyschen Partialspannung, den massebezogenen Kra¨ften bS, bF zur Cha-
rakterisierung von Nah- und Fernfeldwirkungen (z. B. Gravitation) sowie den be-
reits weiter oben eingefu¨hrten, im Volumen wirkenden Impulsproduktionstermen
aus. Die ausschließliche Aufnahme des Terms p̂F zur Charakterisierung der Im-
pulsa¨nderung durch Wechselwirkung zwischen poro¨sem Festko¨rper und Poren-
fluid ergibt sich aus der Voraussetzung, dass die Summe aller Produktionsterme
des Mehrphasenmediums Null ergeben muss. Eine solche Annahme ist plausibel,
da bezu¨glich des Kontinuums die Summe der Bilanzgleichungen seiner Konstitu-
ierenden formal einer Formulierung zu entsprechen hat, die aus der Kontinuums-
mechanik fu¨r Einphasenmedien bekannt ist. In diesem Zusammenhang werden
fu¨r das Kontinuum in der Literatur mitunter als baryzentrisch bezeichnete physi-
kalische Gro¨ßen definiert, die analog sind zu Variablen, mit denen die Physik der
Konstituierenden beschrieben wird. So gilt beispielsweise neben der Definition
(7) der Massedichte fu¨r volumenbezogene Kra¨fte des Kontinuums:
%b = %SbS + %FbF . (50)
Diese Beziehung charakterisiert die volumenbezogenen Kra¨fte des Kontinuums
als gewichtete Mittelung der massebezogenen Kra¨fte der Konstituierenden. Wird
jedoch vorausgesetzt, dass auf die Konstituierenden die gleichen massebezogenen
Kra¨fte wirken (b = bS = bF ), dann stellt die Gleichung (50) mit der Bedin-
gung (7) eine Identita¨t dar. Da die Gesamtspannung des Kontinuums der Summe
der Partialspannungen der Konstituierenden entspricht, ergibt sich letztlich aus
(49a), (49b) die lokale, ra¨umliche Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen
fu¨r das Kontinuum.
divσ + %b = 0 (51)
Mit Hilfe tensoralgebraischer und tensoranalytischer Betrachtungen (vgl. [36])
kann daraus die folgende verallgemeinerte materielle Darstellung abgeleitet wer-
den:
DivS
(
T F TS
)
+ %0B = 0 . (52)
Dabei ist diese Beziehung so zu interpretieren, dass die beiden Terme DivS
(
T F TS
)
und %0B volumenbezogene Kraftvektoren darstellen, die unter Verwendung des
oben erwa¨hnten Shifters auf die Basis der Ausgangskonfiguration des Festko¨rper-
skeletts bezogen sind und mit Hilfe des Bewegungsgesetzes (81) als Funktionen
der Koordinaten dieser Konfiguration definiert werden ko¨nnen.
Nach Multiplikation von (52) mit einer beliebigen Testfunktion VS = VS(XS)
(wobei gilt: VS ∈ (H10 (Ω0))3, VS = 0 auf Γ0DU) und Integration u¨ber das Vo-
lumen des undeformierten Gebietes Ω0 folgt aus (52) die gewichtete Form der
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Gleichgewichtsbedingungen fu¨r das Kontinuum – deren schwache Formulierung:∫
Ω0
DivS
(
T F TS
)
VS dΩ0 +
∫
Ω0
%0BVS dΩ0 = 0 . (53)
Wird die Testfunktion als virtuelle Verschiebung interpretiert, stellt (53) das
Prinzip der virtuellen Arbeit dar.
Mit der Regel zur Berechnung der Divergenz eines einfachen Skalarproduktes
aus einem beliebigen zweistufigen Tensor Z und einem beliebigen Vektor W als
Funktionen der Koordinaten der Ausgangskonfiguration
DivS (ZW ) = (DivS Z )W +Z ·· (GradSW )T (54)
mit GradSW = G
K
S
∂
(
W I(GS)I
)
∂XKS
(55)
kann das erste Integral in Gleichung (53) auch geschrieben werden als∫
Ω0
DivS
(
T F TS
)
VS dΩ0
=
∫
Ω0
DivS
(
T F TS VS
)
dΩ0 −
∫
Ω0
T F TS ·· (GradSVS)T dΩ0 . (56)
Nach dem Integralsatz von Gauß-Ostrogradski gilt mit der identischen Erfu¨llung
von Dirichlet-Randbedingungen durch die Funktion VS:∫
Ω0
DivS
(
T F TS VS
)
dΩ0 =
∫
Γ0NU
N
(
T F TS VS
)
dΓ0 (57)
mit dem nach außen gerichteten Normalenvektor N auf dem Rand des Gebie-
tes Ω0. Damit lautet die schwache Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen
des Kontinuums:∫
Γ0NU
N T F TS VS dΓ0 −
∫
Ω0
T F TS ·· (GradSVS)T dΩ0 +
∫
Ω0
%0BVS dΩ0 = 0. (58)
Bei Vernachla¨ssigung volumenfo¨rmiger Kra¨fte sowie Beachtung von Rechenregeln
fu¨r einfache und doppelte U¨berschiebungen von Tensoren zweiter Stufe verein-
facht sich (58) zu∫
Ω0
T ··F TS (GradSVS)T dΩ0 =
∫
Γ0NU
N T F TS VS dΓ0 =
∫
Γ0NU
R¯UVS dΓ0 (59)
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mit der gegebenen a¨ußeren Belastung R¯U am Neumann-Abschnitt (Randlasten
fu¨r das Strukturmechanikproblem des Festko¨rperskeletts). Unter Beru¨cksichti-
gung der Beziehung (12) folgt daraus:∫
Ω0
T ··
[
(GradSVS)
T + GradSUS (GradSVS)
T
]
dΩ0 =
∫
Γ0NU
R¯UVS dΓ0 . (60)
Wegen A ··B = AT ··B T (A, B beliebige zweistufige Tensoren) und der Sym-
metrie des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors gilt:
T ··Y = T ··Y T = 1
2
T ·· (Y + Y T ) (61)
mit Y = (GradSVS)
T + GradSUS (GradSVS)
T .
Folglich kann Gleichung (60) mit der zusa¨tzlichen Definition
2ES (US;VS)
def
=
(GradSVS)
T + GradSVS + GradSUS(GradSVS)
T + GradSVS(GradSUS)
T (62)
sowie der Zerlegung des Spannungstensors (40) wie nachstehend dargestellt wer-
den:∫
Ω0
T ES ··ES (US;VS) dΩ0−
∫
Ω0
p (Sv ··ES (US;VS)) dΩ0 =
∫
Γ0NU
R¯UVS dΓ0 . (63)
Die Gleichung (63) weist eine vollsta¨ndige strukturelle Analogie zur schwachen
Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen in der Theorie der nahezu inkom-
pressiblen Elastizita¨t bei großen Verzerrungen auf (vgl. [18]). In beiden Fa¨llen
stellen Verschiebungen und ein, aus konstitutiven Beziehungen nicht bestimmba-
rer, hydrostatischer Druck die prima¨ren numerischen Prozessvariablen im Rah-
men einer gemischten FEM-Formulierung dar. Bei der Modellierung physikali-
scher Prozesse in poro¨sen Medien auf der Basis der TPM handelt es sich dabei
konkret um die Verschiebungen des Festko¨rperskeletts US sowie den Porenwas-
serdruck p, der die Wechselwirkungen zwischen stro¨mendem Porenfluid und sich
deformierendem Festko¨rperskelett charakterisiert.
Wegen der Existenz unterschiedlicher Feldvariablen als numerische Prozessgro¨ßen
reicht die Beziehung (63) allein nicht aus, das vollsta¨ndige Feldproblem geschlos-
sen zu lo¨sen. Aus diesem Grunde wird im Weiteren die Volumenbilanz des Kon-
tinuums (29) in der Form
div
[
(uS)
′
S + w˜F
]
= 0 (64)
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herangezogen. Diese stellt ebenfalls eine Verknu¨pfung der betrachteten numeri-
schen Prozessvariablen dar, was durch weitere Umformungen verdeutlicht wird.
Dazu soll (64) zuna¨chst in die verallgemeinerte materielle Darstellung u¨berfu¨hrt
werden. Bezu¨glich der Filtergeschwindigkeit gilt mit der Transformation (24):
div w˜F = div
(
J−1S FS W˜F
)
= div
(
J−1S FS
)
W˜F + J
−1
S FS div W˜F
= div
(
cof F −TS
)
W˜F + J
−1
S DivS W˜F
= J−1S DivS W˜F . (65)
Hierbei wurde davon Gebrauch gemacht, dass die Divergenz des Kofaktors des
transponierten inversen Deformationsgradienten den Wert Null ergibt. Die Her-
leitung dazu beruht auf der Komponentendarstellung dieses Ausdrucks mittels
des dreistufigen Permutationstensors (vgl. [58]). Zudem kann leicht gezeigt wer-
den, dass fu¨r den materiellen Vektor (bezogen auf die Ausgangskonfiguration des
Festko¨rperskeletts) W˜F folgende Gleichung gilt:
FS div W˜F = DivS W˜F . (66)
Eine zu (65) analoge Transformation kann auch fu¨r die Geschwindigkeit der ma-
teriellen Teilchen des Festko¨rperskeletts abgeleitet werden.
div (uS)
′
S = J
−1
S DivS U˙S (67)
Andererseits folgt aus der Beziehung fu¨r die materielle Zeitableitung der Deter-
minante des Deformationsgradienten (46) unter Beru¨cksichtigung der Symmetrie
des Greenschen Verzerrungstensors
DivS U˙S = (JS)
′
S = 2
∂JS
∂CS
·· E˙S = JS C−1S ·· E˙S , (68)
womit unter Einbeziehung von (65) und (67) die Volumenbilanz des Kontinuums
in verallgemeinerter materieller Darstellung formuliert werden kann.
JS C
−1
S ·· E˙S + DivS W˜F = 0 (69)
Eine weitere Umformung ergibt sich aus der Zerlegung des Spannungstensors (40)
sowie der materiellen Zeitableitung des Greenschen Verzerrungstensors (15) unter
Beru¨cksichtigung der Definition (62).
Sv ··ES
(
US; U˙S
)
+ DivS W˜F = 0 (70)
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Wird die lokale Volumenbilanz des Kontinuums in der verallgemeinerten materi-
ellen Darstellung (70) mit einer beliebigen Testfunktion q(XS) ∈ L2(Ω0) multi-
pliziert und anschließend eine Integration u¨ber das Volumen des undeformierten
Gebietes Ω0 ausgefu¨hrt, dann folgt:∫
Ω0
(
Sv ··ES
(
US; U˙S
))
q dΩ0 +
∫
Ω0
(
DivS W˜F
)
q dΩ0 = 0 . (71)
Mit einer zu (54) analogen Regel fu¨r die Berechnung der Divergenz des Produktes
eines Vektors mit eine Skalar kann das zweite Integral der schwachen Formulie-
rung der Volumenbilanz des Kontinuums (71) auch geschrieben werden als∫
Ω0
(
DivS W˜F
)
q dΩ0 =
∫
Ω0
DivS
(
q W˜F
)
dΩ0 −
∫
Ω0
(GradS q) W˜F dΩ0 . (72)
Nach dem Integralsatz von Gauß-Ostrogradski gilt:∫
Ω0
DivS
(
q W˜F
)
dΩ0 =
∫
Γ0Np
qNW˜F dΓ0 =
∫
Γ0Np
R¯p q dΓ0 (73)
mit dem gegebenen, von a¨ußeren Einwirkungen induzierten, relativen Fluid-
strom R¯p am Randabschnitt Γ0Np. Folglich kann Gleichung (71) wie nachstehend
dargestellt werden:∫
Ω0
(
Sv ··ES
(
US; U˙S
))
q dΩ0 −
∫
Ω0
(GradS q) W˜F dΩ0 = −
∫
Γ0Np
R¯p q dΓ0 . (74)
Schlussendlich gilt es, aus dieser Beziehung die Filtergeschwindigkeit zu elimi-
nieren und dafu¨r den Porenwasserdruck als Prozessvariable zu integrieren. In
diesem Zusammenhang soll das so genannte Darcysche Gesetz zur Charakteri-
sierung von Fluidstro¨mungen in poro¨sen Medien betrachtet werden. Es ist eine
empirisch ermittelte Gesetzma¨ßigkeit und weist formale Analogien beispielsweise
zum Fourierschen Gesetz u¨ber den Wa¨rmefluss sowie dem Fickschen Gesetz der
Massediffusion auf.
Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die Auswertung des Terms
−p̂EF wF der ra¨umlichen Darstellung der Clausius-Duhem-Ungleichung fu¨r das
Kontinuum (37). Wird fu¨r den darin auftretenden effektiven Impulsproduktions-
term (auch als effektive Schleppkraft8 bezeichnet) unter Voraussetzung laminarer
Stro¨mungsprozesse in den Poren die lineare Abha¨ngigkeit
8Der Begriff Schleppkraft (englisch drag oder drag force) bezeichnet in der Stro¨mungsmechanik
die Kraft, die ein Fluid beim Durchstro¨men eines poro¨sen Mediums auf den (dort in der
Regel als starr angenommenen) Festko¨rper ausu¨bt. Sie repra¨sentiert die volumenbezogene
Interaktionskraft zwischen Festko¨rperskelett und Porenfluid. Ist die Schleppkraft groß genug,
kann das Fluid bei granularem Festko¨rperskelett einzelne Partikel lo¨sen (mitschleppen). Die
Schleppkraft spielt beispielsweise eine entscheidende Rolle bei der Bildung von Flussta¨lern.
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p̂EF = −φ2F µFR k−1S wF (75)
angenommen, so gilt −p̂EF wF > 0. Dabei wurde beru¨cksichtigt, dass die konsti-
tutiven Parameter Fluidviskosita¨t µFR und spezifische intrinsische Permeabilita¨t
des Festko¨rperskeletts kS stets positive Werte annehmen. Unter diesen Voraus-
setzungen bleibt (37) o.E.d.A. erfu¨llt.
Wie leicht gezeigt werden kann, vereinfachen sich die partialen Gleichgewichtsbe-
dingungen bezu¨glich des Porenfluids (49b) nach Einsetzen der konstitutiven Zer-
legungen fu¨r den Spannungstensor (30b) und den Impulsproduktionsterm (35)
sowie unter der Voraussetzung zu vernachla¨ssigender Viskosita¨t des Fluids.
p̂EF − %F grad p + %FbF = 0 (76)
Mit dem Ansatz (75) ergibt sich daraus der geforderte Zusammenhang zwischen
der Filtergeschwindigkeit und dem Porenwasserdruck (speziell: dessen Gradien-
ten) – das Darcysche Gesetz in ra¨umlicher Darstellung.
w˜F = φF wF = − kS
µFR
(grad p − %FbF ) = −k (grad p − %FbF ) (77)
Hier und im Weiteren soll mit dem zweistufigen Tensor k elementar die Per-
meabilita¨t des poro¨sen Mediums bezeichnet werden9. In diesem Zusammenhang
kann auch eine Anisotropie bezu¨glich der Durchlassfa¨higkeit des poro¨sen Medi-
ums makroskopisch beschrieben werden, die der Topologie und/oder Anordnung
der Poren auf der Mikroebene geschuldet sein kann.
Abschließend soll (77) in die verallgemeinerte materielle Darstellung u¨berfu¨hrt
werden. Diese Transformation ist unter Beru¨cksichtigung der Abbildung
grad p = F −TS GradS p (78)
sowie des Zusammenhanges (24) problemlos zu verwirklichen. Es folgt bei Ver-
nachla¨ssigung volumenfo¨rmiger Kra¨fte:
W˜F = −K GradS p mit K = JSF −1S kF −TS . (79)
9Mit dem Terminus Permeabilita¨t werden in der Literatur unterschiedliche Gro¨ßen im Zu-
sammenhang mit Stro¨mungsvorga¨ngen in poro¨sen Medien benannt. Ihnen allen ist gemein,
dass sie die Durchlassfa¨higkeit des Materials beschreiben. Daher wird mitunter auch syno-
nym von hydraulischer Leitfa¨higkeit gesprochen. Diese ha¨ngt allgemein von der Porosita¨t
des Festko¨rperskeletts sowie charakteristischen Eigenschaften des Porenfluids (beispielswei-
se dessen Viskosita¨t) ab. Gebra¨uchlich sind die Verwendung der spezifischen intrinsischen
Permeabilita¨t kS sowie der Darcy-Permeabilita¨t kF . Zwischen diesen Definitionen gilt der
Zusammenhang kF = (γFR kS)/µFR mit der realen Wichte γFR = %FR g = %FR |bF | des
Porenfluids. Bei der U¨bernahme von Literaturwerten fu¨r die Permeabilita¨t ist daher stets
auf die verwendete Definition dieser Gro¨ße zu achten.
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Mit den Beziehungen (63), (74) sowie unter Beru¨cksichtigung des Darcyschen
Gesetzes in der Darstellung (79) besteht somit die gemischte Randwertaufgabe
der Theorie poro¨ser Medien im Falle eines gesa¨ttigten Zweiphasenmaterials bei
großen Verzerrungen in der Lo¨sung des nichtlinearen Gleichungssystems
a0(US;VS) + b0(US; p,VS) = f(VS) ∀VS∈ (H10 (Ω0))3 (80a)
b0(US; U˙S, q) − c0(p, q) = g(q) ∀q ∈ L2(Ω0) (80b)
bezu¨glich der Feldgro¨ßen Verschiebungen des Festko¨rperskeletts US und Poren-
wasserdruck p. Dabei gilt fu¨r die einzelnen Teile des Systems:
a0(US;VS) =
∫
Ω0
T ES (US) ··ES (US;VS) dΩ0 , (81a)
b0(US; p,VS) = −
∫
Ω0
p (Sv(US) ··ES (US;VS)) dΩ0 , (81b)
f(VS) =
∫
Γ0NU
R¯UVS dΓ0 , (81c)
c0(p, q) =
∫
Ω0
(GradS q) K (GradS p) dΩ0 , (81d)
g(q) =
∫
Γ0Np
R¯p q dΓ0 . (81e)
Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen wird einschra¨nkend davon aus-
gegangen, dass eingepra¨gte Kra¨fte und Randflu¨sse nicht von den numerischen
Prozessvariablen abha¨ngen.
3.2 Linearisierung der schwachen Formulierungen
Zur Lo¨sung des Gleichungssystems (80a) und (80b) mit Hilfe des Newton-Ver-
fahrens macht sich eine Linearisierung erforderlich. Dazu ist zu bemerken, dass le-
diglich die Abha¨ngigkeit von US in a0(US;VS), b0(US; p,VS) sowie
b0(US; U˙S, q) nichtlinearen Charakter tra¨gt. Hinsichtlich VS, q und auch p ist
das System (80a), (80b) linear. Damit bestehen wiederum Analogien zur Theorie
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der nahezu inkompressiblen Elastizita¨t bei großen Verzerrungen. Erschwerend fu¨r
die Lo¨sung des gemischten Randwertproblems kommt im Fall der TPM jedoch
eine lineare Abha¨ngigkeit von der zeitlichen Ableitung der Verschiebungen des
Festko¨rperskeletts in b0(US; U˙S, q) hinzu. Vor der Linearisierung des Gleichungs-
systems ist somit zuna¨chst eine geeignete zeitliche Auflo¨sung von Zeitdifferentia-
len durch Differenzenansa¨tze durchzufu¨hren.
Die Zeitdiskretisierung erfolgt unter Nutzung des verallgemeinerten Einschritt-
Differenzen-Verfahrens (Integrationsalgorithmus)
yn+1 = yn + (α fn+1 + (1− α) fn) ∆ t (82)
mit
∆ t = tn+1 − tn (83)
und
α ∈ [0, 1], α =

0, 0 : Euler vorwa¨rts
1, 0 : Euler ru¨ckwa¨rts
0, 5 : Crank-Nicolson (Trapezregel)
fu¨r eine gewo¨hnliche Differentialgleichung
d y
d t
= y˙ = f(t, y) . (84)
Bezu¨glich der zeitlichen Ableitung der Verschiebungen des Festko¨rperskeletts
kann somit eine zu (82) analoge Beziehung angegeben werden.
(US)n+1 = (US)n +
[
α (U˙S)n+1 + (1− α) (U˙S)n
]
∆ t (85)
Hier weist der Index (.)n auf Variablen zum Zeitpunkt tn hin, die aus der Lo¨sung
des vorangegangenen Lastschritts bekannt sind, der Index (.)n+1 auf Variablen,
die Bestandteil der aktuellen Lo¨sung zur Zeit tn+1 sind. Deren spezielle Kenn-
zeichnung soll im Weiteren unterbleiben. Nach Umstellung von (85) ergibt sich
somit:
U˙S =
1
α∆ t
US − 1
α∆ t
(US)n − 1− α
α
(U˙S)n . (86)
Die Anwendung dieser Zeitdiskretisierung auf die Beziehungen (80a), (80b) fu¨hrt
auf ein nichtlineares Gleichungssystem, in dem nur noch die aktuellen (unbekann-
ten) Werte der Prima¨rvariablen selbst, jedoch nicht mehr deren Ableitungen zur
Zeit tn+1 enthalten sind:
a0(US;VS) + b0(US; p,VS) = f(VS) (87a)
b1(US;US, q) − α∆t c0(p, q) = α∆t g(q) (87b)
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mit
b1(US;US, q) = b0(US;US, q) − b0(US; (US)n, q)
− (1− α) ∆t b0(US; (U˙S)n, q) . (88)
Fu¨r die Linearisierung des nichtlinearen Systems (87a), (87b) im Sinne des
Newton-Verfahrens werden im Folgenden Taylor-Entwicklungen bezu¨glich beider
Feldvariablen US und p betrachtet. Diese Vorgehensweise ist hinsichtlich einer
Linearisierung von p nicht zwingend erforderlich, wird hier jedoch im Sinne einer
konsequent inkrementellen FE-Formulierung bevorzugt.
Gegeben sei die Lo¨sung des Zweifeldproblems (US, p)
def
= (U iS(t+∆t), p
i
(t+∆t)) aus
der i-ten Newton-Iteration zur Zeit tn+1 mit ((US)n, pn)
def
= (U 0S(t+∆t), p
0
(t+∆t)), ge-
sucht ist die Lo¨sung (US + ∆US, p+ ∆p)
def
= (U i+1S(t+∆t), p
i+1
(t+∆t)) in der (aktuellen)
(i+1)-ten Newton-Iteration zum Zeitpunkt tn+1. Der Effektivspannungstensor des
Festko¨rperskeletts T ES sowie die Gro¨ße Sv = JSC
−1
S aus der Spannungszerlegung
(40) ko¨nnen als nichtlineare Funktionen des Verzerrungstensors ES(US) angese-
hen werden. Ihre Linearisierung erfolgt u¨ber Taylor-Entwicklungen, die nach dem
ersten Glied abgebrochen werden:
T ES (ES + ∆ES) = T
E
S (ES(US)) +
∂T ES (ES(US))
∂ES
·· ∆ES , (89a)
Sv(ES + ∆ES) = Sv(ES(US)) +
∂Sv(ES(US))
∂ES
·· ∆ES . (89b)
Dabei gilt:
ES(US) =
1
2
[
(GradSUS)
T+GradSUS+GradSUS(GradSUS)
T
]
, (90a)
ES(US+∆US) =
1
2
[
(GradS(US + ∆US))
T + GradS(US + ∆US)+
GradS(US + ∆US)(GradS(US + ∆US))
T
]
(90b)
und
∆ES = ES(US + ∆US)−ES(US)
=
1
2
[
(GradS∆US)
T + GradS∆US + GradSUS(GradS∆US)
T
+GradS∆US(GradSUS)
T + GradS∆US(GradS∆US)
T
]
= ES(US; ∆US) +
1
2
GradS∆US(GradS∆US)
T . (91)
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Weiterhin folgt fu¨r ES(US + ∆US;VS) die Beziehung:
ES (US+∆US;VS) = ES (US;VS)
+
1
2
[
GradS∆US(GradSVS)
T + GradSVS(GradS∆US)
T
]
(92)
und mit der Definition (62) ergeben sich letztlich unter struktureller Beru¨cksich-
tigung der Linearisierung (92):
ES (US + ∆US;US + ∆US)
= ES (US;US) + ES (US; ∆US)
+
1
2
[
GradSUS(GradS∆US)
T + GradS∆US(GradSUS)
T
]
, (93)
ES (US + ∆US; (US)n)
= ES (US; (US)n)
+
1
2
[
GradS(US)n(GradS∆US)
T + GradS∆US(GradS(US)n)
T
]
. (94)
Ohne Einschra¨nkung der Allgemeinheit soll bezu¨glich der Zeitdiskretisierung zu-
na¨chst lediglich der Sonderfall des (auch in der Literatur in der Regel diskutierten)
impliziten Euler-Verfahrens mit α = 1 betrachtet werden, da es auf einfachere
mathematische Strukturen fu¨hrt und im Gegensatz zu α 6= 1 eine symmetrische
Systemmatrix gewa¨hrleistet. Dann folgt fu¨r die Linearisierung des Systemanteils
(88) unter Beachtung von (89b), (91), (93) sowie (94) und Vernachla¨ssigung von
Termen, die in ∆US nichtlinear sind:
Sv(ES + ∆ES) ·· [ES (US + ∆US;US + ∆US)−ES (US + ∆US; (US)n)]
= Sv(ES(US)) ··ES (US; ∆US)
+Sv(ES(US)) ··ES (US;US − (US)n)
+ES (US; ∆US) ·· ∂Sv(ES(US))
∂ES
··ES (US;US − (US)n)
+
1
2
Sv(ES(US)) ·· GradS(US − (US)n)(GradS∆US)T
+
1
2
Sv(ES(US)) ·· GradS∆US(GradS(US − (US)n))T . (95)
Nach der ersten Iteration des Newton-Verfahrens ist ∆US gleich der Differenz
US − (US)n. Im Verlaufe der folgenden Newton-Iterationen wird ∆US perma-
nent kleiner um letztlich gegen Null zu streben. Aus diesem Grunde werden im
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Sinne der Linearisierung Produkte von ∆US und US− (US)n als Anna¨herung an
der quadratischen Term (∆US)
2 vernachla¨ssigt und in der Konsequenz von dem
Ansatz (95) lediglich die Terme
Sv(ES + ∆ES) ·· [ES (US + ∆US;US + ∆US)−ES (US + ∆US; (US)n)]
= Sv(ES(US)) ··ES (US; ∆US)
+Sv(ES(US)) ··ES (US;US − (US)n) (96)
beru¨cksichtigt.
Wiederum aus Gru¨nden der numerischen Vereinfachung wird auf die Linearisie-
rung des Permeabilita¨tstensors verzichtet, obwohl allein sein pull-back auf die
Ausgangskonfiguration des Festko¨rperskeletts (79) eine Abha¨ngigkeit von den
Verschiebungsvariablen US anzeigt und zudem Versuche belegen, dass die Durch-
lassfa¨higkeit des poro¨sen Festko¨rpers in der Regel deformationsabha¨ngig ist. Mit
einem Verweis auf [31] bemerkt Benke dazu (vgl. [2], S. 68), dass mit dieser Ab-
weichung von einer konsequent konsistenten Linearisierung das Konvergenzver-
halten der inkrementell-iterativen Lo¨sung des Randwertproblems nicht merklich
beeintra¨chtigt wird. Es ist zweckma¨ßig, den Permeabilita¨tstensor wa¨hrend eines
Lastschrittes konstant zu lassen und an dessen Ende in einer Art Postprozes-
sing an den aktuellen Deformationszustand anzupassen. Alternativ kann der Per-
meabilita¨tstensor auch wa¨hrend der Gleichgewichtsiterationen mit den jeweiligen
Verzerrungen neu berechnet werden. Eine einfache Beziehung zur Ermittlung der
deformationsabha¨ngigen Permeabilita¨t wird in [62] vorgeschlagen.
Werden die oben angegebenen Linearisierungen von Verzerrungs- und Spannungs-
variablen in das Gleichungssystem (87a), (87b) mit den Ausdru¨cken (81a)-(81e)
und (88) eingesetzt, folgt bei Vernachla¨ssigung von Termen, die mindestens qua-
dratisch in den Inkrementen der Prozessvariablen ∆US sowie ∆p sind bzw. deren
Produkt enthalten, fu¨r die Teilfunktionale des Systems:
a0(US + ∆US;VS)
=
∫
Ω0
T ES (US + ∆US) ··ES (US + ∆US;VS) dΩ0
= a0(US;VS) + a1(US; ∆US,VS) , (97a)
b0(US + ∆US; p+ ∆p,VS)
= −
∫
Ω0
(p+ ∆p) (Sv(US + ∆US) ··ES (US + ∆US;VS)) dΩ0
= b0(US; p,VS) + b0(US; ∆p,VS) + b2(US; p,∆US,VS) , (97b)
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b1(US + ∆US;US + ∆US, q)
= b0(US; ∆US, q) + b0(US;US − (US)n, q) , (97c)
c0(p+ ∆p, q)
=
∫
Ω0
(GradS q) K (GradS (p+ ∆p)) dΩ0
= c0(p, q) + c0(∆p, q) . (97d)
Hier stellen ∆US und ∆p die in der aktuellen Newton-Iteration des betrachteten
Lastschritts zu berechnenden Feldgro¨ßeninkremente dar, wa¨hrend US sowie p aus
der Lo¨sung der vorangegangenen Newton-Iteration und (US)n aus der Lo¨sung des
vorherigen Lastschritts als bekannt vorausgesetzt werden. Fu¨r die in (97a)-(97d)
neu definierten Funktionale gilt:
a1(US; ∆US,VS)
=
∫
Ω0
ES (US;VS) ·· ∂T
E
S (ES(US))
∂ES
··ES (US; ∆US) dΩ0
+
∫
Ω0
T ES (ES(US)) ·· GradS∆US(GradSVS)T dΩ0 , (98a)
b2(US; p,∆US,VS)
= −
∫
Ω0
p
(
ES (US;VS) ·· ∂Sv(ES(US))
∂ES
··ES (US; ∆US)
)
dΩ0
−
∫
Ω0
p
(
Sv(ES(US)) ·· GradS∆US(GradSVS)T
)
dΩ0 . (98b)
In ihrer linearisierten, unter Beru¨cksichtigung des Schemas (85) nach der Zeit
diskretisierten Form bei Betrachtung des speziellen Falls des impliziten Euler-
Ansatzes (α = 1) besteht die gemischte Randwertaufgabe der Theorie poro¨ser
Medien fu¨r das gesa¨ttigte Zweiphasenkontinuum bei großen Verzerrungen in der
Lo¨sung des linearen Gleichungssystems
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a(US; ∆US, p,VS) + b(US; ∆p,VS) = f¯(US; p,VS)
b(US; ∆US, q) − ∆t c(∆p, q) = g¯(US; p, q)
(99a)
(99b)
bezu¨glich der Feldgro¨ßeninkremente ∆US und ∆p, gu¨ltig fu¨r alle VS∈ (H10 (Ω0))3
sowie alle q ∈ L2(Ω0). Dabei gilt unter Verwendung der in (81a)-(81e) sowie (98a),
(98b) angegebenen Beziehungen:
a(US; ∆US, p,VS) = a1(US; ∆US,VS) + b2(US; p,∆US,VS), (100a)
b(US; ∆p,VS) = b0(US; ∆p,VS), (100b)
f¯(US; p,VS) = f(VS) − a0(US;VS) − b0(US; p,VS), (100c)
b(US; ∆US, q) = b0(US; ∆US, q), (100d)
c(∆p, q) = c0(∆p, q), (100e)
g¯(US; p, q) = ∆t g(q) + ∆t c0(p, q)
− b0(US;US − (US)n, q) . (100f)
Das System (99a), (99b) stellt eine konsistente Linearisierung der Beziehun-
gen (80a), (80b) nach deren Zeitintegration dar und impliziert konsequent das
Newton-Raphson-Verfahren zu dessen iterativer Lo¨sung im Lastinkrement. Zur
Vervollsta¨ndigung der Darstellung sollen hier die wesentlichen Anteile des Sys-
tems (99a), (99b) nochmals zusammengefasst werden.
a(US; ∆US, p,VS) =
∫
Ω0
ES (US;VS) ·· ∂T (ES(US), p)
∂ES
··ES (US; ∆US) dΩ0
+
∫
Ω0
T(ES(US), p) ·· GradS∆US(GradSVS)T dΩ0(101a)
b(US; ∆p,VS) = −
∫
Ω0
∆p (Sv(US) ··ES (US;VS)) dΩ0 (101b)
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f¯(US; p,VS) =
∫
Γ0NU
R¯UVS dΓ0
−
∫
Ω0
T (US) ··ES (US;VS) dΩ0 (101c)
b(US; ∆US, q) = −
∫
Ω0
(Sv(US) ··ES (US; ∆US)) q dΩ0 (101d)
c(∆p, q) =
∫
Ω0
(GradS q) K (GradS ∆p) dΩ0 (101e)
g¯(US; p, q) = ∆t
∫
Γ0Np
R¯p q dΓ0 + ∆t
∫
Ω0
(GradS q)K (GradS p) dΩ0
+
∫
Ω0
(Sv(US) ··ES (US;US − (US)n)) q dΩ0 (101f)
T (ES(US), p) = T
E
S (ES(US)) − pSv(ES(US))
= T ES (ES(US)) − p JSC−1S (101g)
Nach Ortsdiskretisierung kann das System (99a), (99b) in geeigneten Ansatz-
teilra¨umen ∆US, VS ∈ V3h ⊂ V3 und ∆p, q ∈ Xh ⊂ X im Rahmen einer gemisch-
ten FE-Formulierung gelo¨st werden. In diesem Zusammenhang soll erneut auf
die strukturellen Analogien zur gemischten Formulierung der Theorie der nahezu
inkompressiblen Elastizita¨t bei großen Verzerrungen hingewiesen werden. Diese
Entsprechungen gestatten die effiziente Verwendung gleichartiger Verfahren und
Algorithmen fu¨r beide Problemklassen.
Neben der oben diskutierten konsistenten Linearisierung des Gleichungssystems
(80a), (80b) kann dessen Linearisierung und Zeitdiskretisierung auf der Basis des
Integrationsschemas (82) in alternativer Weise gestaltet werden, die fu¨r beliebige
Diskretisierungsparameter α zu einem symmetrischen System fu¨hrt. Dieses Vor-
gehen erfordert jedoch die Verwendung eines modifizierten Newton-Verfahrens
zur iterativen Lo¨sung im Lastinkrement. Ausgangspunkt sind die materielle Zeit-
ableitung der schwachen Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen (63) und
die schwache Formulierung der Volumenbilanz des Kontinuums in der vorliegen-
den Form. Unter Verwendung der oben eingefu¨hrten Bezeichnungen ergibt sich
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eine in U˙S,
.
p und p lineare gemischte Formulierung der Theorie poro¨ser Medien
im Falle eines gesa¨ttigten Zweiphasenmaterials bei großen Verzerrungen.
a(US; U˙S, p,VS) + b(US;
.
p,VS) =
.
f(VS)
b(US; U˙S, q) − c(p, q) = g(q)
(102a)
(102b)
Basierend auf der u¨blichen Ortsdiskretisierung kann aus diesem System eine ge-
mischte FE-Formulierung abgeleitet werden.(
M UU M Up
M TUp 0
)(
U˙S.
p
)
+
(
0 0
0 −K pp
)(
US
p
)
=
( .
f
g
)
(103)
Dabei ergeben sich die Teilmatrizen M UU , M Up, K pp entsprechend aus den
Funktionalen a(•), b(•), c(•) des Gleichungssystems (102a), (102b). Zur u¨ber-
sichtlicheren Darstellung soll das FEM-System verku¨rzt symbolisch geschrieben
werden.
M Y˙ + K Y = f˜ (104)
Wird dieses System im Sinne von (84) als Differentialgleichungssystem aufgefasst,
kann darauf das Diskretisierungsschema (82) Anwendung finden. Nach einigen
unkomplizierten Transformationen folgt:
(M n+1 + α∆tKn+1) ∆Y =
(
α∆f˜ + f˜ n
)
∆t
− (αKn+1 + (1− α)Kn) ∆tY n . (105)
Dieses FE-System stellt gleichzeitig die Linearisierung und Zeitdiskretisierung
von (104) zur Ermittlung der Inkremente ∆US und ∆p der Prozessvariablen in
einem Lastschritt [tn, tn+1] dar. Da es nicht aus einer konsistenten Linearisierung
abgeleitet wurde, sind zu seiner iterativen Lo¨sung weitere U¨berlegungen erfor-
derlich. Zuna¨chst sei darauf hingewiesen, dass bezu¨glich der rechten Seite fu¨r die
Verschiebungen des Festko¨rperskeletts entsprechend (82) gilt
α∆
.
f +
( .
f
)
n
=
∆f
∆t
. (106)
Weiterhin ist zu bemerken, dass die Matrizen M n+1 von US + ∆US und
p + ∆p sowie Kn+1 von p + ∆p und somit von Gro¨ßen, die zu Beginn des
Lastschrittes noch nicht bekannt sind, abha¨ngen. Im Sinne eines modifizierten
Newton-Verfahrens werden die Matrizen zuna¨chst mit den Werten aus der ausite-
rierten Lo¨sung des vorangegangenen Lastschritts gebildet und danach iterativ so
lange an die aktuellen Werte der Prozessvariablen angepasst, bis ein zweckma¨ßig
zu wa¨hlendes residuales Abbruchkriterium erfu¨llt ist.
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3.3 Deformationsgesetz fu¨r den Effektivspannungstensor des
Festko¨rperskeletts und konsistente Materialtangente
Mit dem Tangentenmodul (der konsistenten Materialtangente)
∂T
∂ES
=
∂T ES
∂ES
− p∂Sv
∂ES
(107)
basierend auf der additiven Zerlegung des Spannungstensors (40) ist wiederum
eine Analogie zur Theorie der nahezu inkompressiblen Elastizita¨t bei großen Ver-
zerrungen gegeben (vgl. [18]). Zu beachten ist jedoch die abweichende Vorzeichen-
konvention bezu¨glich des hydrostatischen Drucks p im Rahmen der TPM (hier:
der Porenwasserdruck). Mit der Definition eines vierstufigen isotropen Tensors
I˜
4
= δKI δ
J
LG
I ⊗GJ ⊗GK ⊗GL (108)
gilt fu¨r den Anteil, der die Wechselwirkungen zwischen stro¨mendem Porenfluid
und sich deformierendem Festko¨rperskelett charakterisiert:
∂Sv
∂ES
= 2
∂Sv
∂CS
= JS
(
C−1S ⊗C−1S − 2C−1S I˜
4
C−1S
)
. (109)
Diese Beziehung ist unabha¨ngig vom konkreten, intrinsischen Materialverhalten
des Festko¨rperskeletts wirksam. Wie oben diskutiert, ist jenes durch den Effek-
tivspannungstensor T ES gekennzeichnet. In diesem Zusammenhang wird im Wei-
teren zuna¨chst von kompressiblem, isotrop elastischem Materialverhalten aus-
gegangen. Bei Existenz einer entsprechenden Funktion der freien Helmholtz-
Energiedichte in ausschließlicher Abha¨ngigkeit von einem elastischen Verzerrungs-
maß, das dabei den Gesamtverzerrungen CS entspricht, lassen sich aus (41) die
u¨bliche explizite Spannungs-Verzerrungs-Beziehung der Hyperelastizita¨t
T ES = 2
∂
(
%S0 ψ˜S
)
∂CS
= 2
∂ψS
∂CS
(110)
und damit der zugeho¨rige Tangentenmodul ableiten.
∂T ES
∂ES
= 2
∂
∂CS
(
2
∂ψS
∂CS
)
= 4
∂2ψS
∂CS∂CS
(111)
Fu¨r den Fall, dass ψS(CS) als isotrope Tensorfunktion der Invarianten
I(CS) = CS ··G−1S , (112a)
II(CS) =
1
2
[
(I(CS))
2 − CSG−1S ··CSG−1S
]
, (112b)
III(CS) = detCS = J
2
S (112c)
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des Verzerrungstensors dargestellt wird (mit G−1S ist dabei der Metriktensor der
dualen Basis bezeichnet), gilt fu¨r die materialunabha¨ngigen Ableitungen des elas-
tischen Tangentenmoduls:
∂I(CS)
∂CS
= G−1S , (113a)
∂II(CS)
∂CS
= G−1S
(
CS ··G−1S
) − G−1S CSG−1S , (113b)
∂III(CS)
∂CS
= J2S C
−1
S , (113c)
∂2I(CS)
∂CS∂CS
= 0
4
, (113d)
∂2II(CS)
∂CS∂CS
= G−1S ⊗G−1S − G−1S I˜
4
G−1S , (113e)
∂2III(CS)
∂CS∂CS
= J2S
(
C−1S ⊗C−1S − C−1S I˜
4
C−1S
)
. (113f)
Im Laufe mehrerer Dekaden wurde eine Vielzahl von Arbeiten zur Hyperelas-
tizita¨t und der Auswahl geeigneter Funktionen fu¨r die freie Helmholtz-Energie-
dichte vero¨ffentlicht. Umfangreiche Analysen zu speziellen invariantenbasierten
Modellen werden beispielsweise in [60] vorgestellt. Die unten pra¨sentierten nume-
rischen Untersuchungen wurden am Beispiel von drei konkreten Realisierungen
fu¨r die Funktion der freien Helmholtz-Energiedichte analysiert.
ψS = c10 (I − ln III − 3) + D2 (ln III)2 (114a)
ψS = c10 (I − 3) + c01 (II − 3)− (c10 + 2c01) ln III +D2 (ln III)2 (114b)
ψS =
c10
α
[
eα(I − ln III − 3) − 1] + D2 (ln III)2 (114c)
Die ersten beiden Ansa¨tze (in der angegebenen Reihenfolge: Neo-Hooke und
Mooney-Rivlin) finden breite praktische Anwendung bei der Modellierung des
Materialverhaltens von Elastomeren und geho¨ren zu den Standardformulierungen
in kommerziellen FEM-Programmen. Der dritte Ansatz basiert auf Funktionen,
die von Fung (siehe z. B. [32]) vor ca. 30 Jahren untersucht wurden und das spezi-
fische, versteifende Materialverhalten biologischer Gewebe im elastischen Bereich
besser approximieren als Polynomansa¨tze bezu¨glich der Invarianten geeigneter
Verzerrungsmaße. Die Gro¨ßen c10, c01, D2 sowie α stellen Materialparameter dar.
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In Zusammenhang mit der numerischen Simulation spezieller Anwendungen in
der Biomechanik weicher Gewebe (vorrangig Gelenkknorpel) wurden bereits kom-
plexere Materialmodelle zur Charakterisierung des Festko¨rperskeletts entwickelt
und u¨ber eine Nutzerschnittstelle in das kommerzielle FE-Paket MSC-Marc im-
plementiert (vgl. [35,39–41]). Die dort verwendeten Ansa¨tze basieren auf dem so
genannten overlay-Konzept (Superposition des Spannungstensors entsprechend
separater Materialcharakteristika) und betreffen die Beschreibung von elastischer
Anisotropie, Zug-Druck-Nichtlinearita¨ten (Bimodularita¨t), intrinsischer Visko-
elastizita¨t des Festko¨rperskeletts sowie dem Einfluss elektrischer Potenziale durch
repulsive Kra¨fte elektrisch nicht neutraler Makromoleku¨le. Diese Ansa¨tze ko¨nnen
ohne großen Aufwand in die hauseigene Software u¨bertragen werden. A¨hnliches
gilt ebenso fu¨r die im Rahmen von Forschungsprojekten zur Metallplastizita¨t
entwickelten Modelle der anisotropen Elastoplastizita¨t bei großen Verzerrungen
(siehe z. B. [14,46]). Sie ko¨nnen ohne Einschra¨nkungen zur Charakterisierung des
Festko¨rperskeletts genutzt werden, wenn experimentelle Ergebnisse ein entspre-
chendes Vorgehen nahe legen. Hierbei ist jedoch die Implementierung wegen der
erforderlichen iterativen Lo¨sung des Anfangswertproblems mit gro¨ßerem Aufwand
verbunden.
3.4 Stabile Elementformulierung und adaptive Netzanpassung
im Kontext eines hierarchischen Lo¨sers
In der Literatur zur Kontinuumsmechanik sind nur wenige Untersuchungen be-
zu¨glich Fragen der Lo¨sungsstabilita¨t von FE-Ansa¨tzen und der damit verbunde-
nen Elementauswahl bei gemischten Problemen fu¨r Mehrphasenmedien zu finden.
Lewis und Schrefler [50] geben Hinweise, dass hierbei von den Erfahrungen bei
nahezu inkompressiblem Verhalten von Elastomeren profitiert werden kann und
schlagen die Verwendung von Taylor-Hood-Elementen vor.
Auch zu den Fragen der Adaptivita¨t im Rahmen von FE-Realisierungen der Theo-
rie poro¨ser Medien gibt es erst in ju¨ngster Zeit versta¨rkt Vero¨ffentlichungen. So
stellt beispielsweise Ehlers [26] die numerischen Grundlagen der Raum- und Zeit-
Adaptivita¨t der FEM gemischter Probleme der Theorie poro¨ser Medien dar. Bei
Ehlers basiert die Raumadaptivita¨t auf der Auswertung von problemangepass-
ten Fehlerscha¨tzern des Zienkiewicz-Zhu-Typs. Damit erfolgt die Erfassung von
Fehlern der wichtigsten Feldgro¨ßen zur Beschreibung der Mechanik eines Mehr-
phasenkontinuums fu¨r komplette Neuvernetzungen und hierarchische Strategien.
In Erga¨nzung dazu schlagen Wunderlich et al. [80] einen modifizierten residualen
a posteriori Fehlerscha¨tzer bezu¨glich des Gleichgewichts vor. Einen Fehlerscha¨tzer
im Sinne eines Zienkiewicz-Zhu-Ansatzes verwenden die genannten Autoren zur
Ermittlung der Approximationsgu¨te fu¨r das Darcysche Gesetz. Die Netzsteuerung
bezu¨glich des elastisch-plastischen Materialverhaltens des Festko¨rperskeletts er-
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folgt zusa¨tzlich auf der Basis eines Fehlerindikators zur Erfu¨llung der Fließbedin-
gung. Fu¨r die Ermittlung der Knoten- und Gaußpunktwerte der neu generierten
Elemente wird eine U¨bertragungsstrategie auf der Basis der Extrapolation der
Gaußpunktwerte des alten Netzes mit zusa¨tzlicher Gla¨ttung in den Knoten des
modifizierten Netzes diskutiert.
Die oben vorgestellte Vorgehensweise zur numerischen Lo¨sung von Anfangs-Rand-
wert-Aufgaben der Theorie poro¨ser Medien im Falle eines fluidgesa¨ttigten Zwei-
phasenmaterials bei großen Verzerrungen wurde im hauseigenen FE-Programm
SPC-PM2AdNlMix realisiert. Dieses basiert auf der an der TU Chemnitz entwi-
ckelten Programmversion SPC-PMA2dNl zur Simulation des mechanischen Ver-
haltens hyperelastischer (im Fall ihrer Kompressibilita¨t) und anisotroper elas-
tisch-plastischer Werkstoffe bei großen Verzerrungen (vgl. [14,46]). Dabei konnte
besonders im Sinne einer adaptiven Strategie in effektiver Weise auf die hierar-
chischen Datenstrukturen, deren intelligente Ausnutzung durch den Gleichungs-
systemlo¨ser sowie die offenen Materialschnittstellen aufgebaut werden. Gro¨ßere
Vera¨nderungen waren naturgema¨ß mit der Realisierung eines Lo¨sers fu¨r Mehr-
feldprobleme und geeigneter Elementroutinen verbunden. Zur effektiven Nutzung
bisheriger Programmstrukturen wurde die Ortsdiskretisierung fu¨r das gemischte
Problem mit Taylor-Hood-Elementen realisiert, die eine besonders gute Kompa-
tibilita¨t mit den vorhandenen hierarchischen Datenstrukturen aufweisen. In einer
ersten Entwicklungsphase wurde im Rahmen von SPC-PM2AdNlMix die numeri-
sche Simulation von Aufgaben der nahezu inkompressiblen Elastizita¨t bei großen
Verzerrungen umgesetzt. Die dabei entstandenen Algorithmen und Programm-
strukturen konnten fu¨r die Realisierung der TPM vollsta¨ndig genutzt werden.
Die numerische Approximation der linearisierten Randwertaufgabe (99a), (99b)
bzw. (105) mittels gemischter Finite-Elemente-Strategien fu¨hrt in jedem Newton-
Schritt auf ein Gleichungssystem der Form:(
K B
BT −C
)(
∆ÛS
∆p̂
)
=
(
f̂
ĝ
)
. (115)
Wa¨hrend die Teilmatrix K symmetrisch und positiv definit ist, gilt fu¨r die
Gesamtsystemmatrix lediglich die Symmetrie. Sie ist im Allgemeinen indefinit.
Die effiziente Lo¨sung dieses Gleichungssystems erfordert besondere Techniken. In
SPC-PM2AdNlMix wird eine iterative Lo¨sungsstrategie verwendet, die auf einer
Idee von Bramble und Pasciak [13] basiert. Kerngedanke ist dabei, das indefi-
nite System mit einer geeigneten Vorkonditionierung zu einem positiv definiten
System umzuformen. In [55] wurde eine Verallgemeinerung des Bramble-Pasciak-
CG vorgeschlagen und bei der Lo¨sung gemischter Finite-Elemente-Schemata fu¨r
Elastizita¨tsprobleme eingesetzt. Fu¨r Details zur Auswahl von Steuergro¨ßen die-
ses Algorithmus und dessen Konvergenzverhalten wird u. a. auf [56] verwiesen. Es
zeigte sich, dass dieser auf hierarchischen Strukturen basierende Lo¨ser auch fu¨r die
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betrachteten Aufgabenstellungen der TPM außerordentlich effizient mit Taylor-
Hood-Elementen zusammenwirkt. Konkret werden im ebenen Fall das Viereck-
element Q(8)2 − Q1 vom Serendipity-Typ mit nicht vollsta¨ndig biquadratischem
Ansatz fu¨r die prima¨re Prozessvariable und bilinearer Interpolation fu¨r die duale
Prozessvariable sowie das Dreieckelement P2−P1 genutzt. Taylor-Hood-Elemente
zeichnen sich insbesondere dadurch aus, dass sie die Stetigkeit der Lo¨sung sowohl
fu¨r die prima¨re als auch fu¨r die duale Variable u¨ber benachbarte Elemente hinweg
garantieren (U/p-c-Formulierung).
Ein wichtiger Aspekt adaptiver numerischer Verfahren ist die Auswahl geeigneter
Fehlerscha¨tzer bzw. -indikatoren fu¨r die Beurteilung der Gu¨te der Ortsdiskreti-
sierung. Von Meyer wird in [54] ein Fehlerscha¨tzer mit elementorientierten An-
teilen ηT fu¨r das gemischte Problem hergeleitet, der die globale Lo¨sung auf der
Basis der Erfu¨llung der Gleichgewichtsbedingungen beurteilt. Der Autor weist
dabei die Analogie zum u¨blichen residualen a posteriori Fehlerscha¨tzer fu¨r das
Verschiebungsproblem der Festko¨rpermechanik nach und zeigt dessen Eignung
im Fall großer Verzerrungen nahezu inkompressibel elastischer Materialien (vgl.
auch [18]). Die gleiche Vorgehensweise zur Fehlerscha¨tzung wurde auch erfolgreich
im Rahmen der TPM genutzt. Auf die Analyse zusa¨tzlicher, problemspezifischer
Fehlerindikatoren wurde zuna¨chst verzichtet.
Bei der Realisierung des gemischten Randwertproblems der TPM konnten die
fu¨r die nahezu inkompressible Elastizita¨t im Fall großer Verzerrungen in SPC-
PM2AdNlMix implementierten adaptiven Algorithmen zur Fehlerscha¨tzung und
zur U¨bertragung der Feldvariablen auf neue Netzstrukturen in effizienter Weise
zur Anwendung kommen. Ebenso wurden die hierarchischen Strategien zur Ele-
mentteilung und -vergro¨berung genutzt. Das betrifft u. a. auch das Problem der
ha¨ngenden Knoten. Diese ko¨nnen bei bestimmten Verfeinerungsstrategien vor-
kommen und werden nicht durch spezielle Elementteilungen am U¨bergang vom
feineren zum gro¨beren Gitter umgangen, sondern akzeptiert und mit Hilfe spezi-
eller Projektionsoperatoren im Lo¨ser behandelt. Knotenbezogene Daten werden
mit Hilfe der entsprechenden Formfunktionen auf das neue Netz u¨bertragen. Ei-
ne U¨bertragung stu¨tzstellenbezogener Daten ist nicht erforderlich, da im Fall des
elastischen Materialverhaltens des Festko¨rperskeletts alle Informationen aus den
knotenbezogenen Variablen auf dem neuen Netz gewonnen werden ko¨nnen. Fu¨r
Details zur verwendeten adaptiven Vorgehensweise wird z. B. auf [15–17] und
weitere, dort angegebene Quellen verwiesen.
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4 Numerisches Beispiel
4.1 Stauchen eines Zylinders im Gesenk
Dieses Problem wurde von Prendergast et al. [62] als Testbeispiel genutzt, ver-
schiedene FE-Programmsysteme (u. a. MSC-Marc) hinsichtlich ihres Potenzials
fu¨r die Simulation weicher biologischer Gewebe mit Zweiphasenmodellen zu ana-
lysieren. Bei dem urspru¨nglich von Spilker et al. [72] vorgestellten Modell wird ein
Knorpelzylinder mittels einer permeablen Belastungsvorrichtung (Kolben) in ein
Gesenk mit undurchla¨ssiger Berandung gepresst. Nach der Belastung wird u¨ber
einen gewissen Zeitraum bei konstanter Verschiebung der Relaxationseffekt be-
obachtet. Er ist beendet, wenn im aktuellen Gebiet Ω infolge der Randbedingung
p = 0 MPa keine Stro¨mung des Porenfluids mehr stattfindet.
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Abb. 2: Stauchen im Gesenk. Links: Geometrie und Randbedingungen des axial-
symmetrischen Problems nach [62] (u = −0, 125 mm). Rechts: Original-
vernetzung mit Viereckelementen nach [72].
Der Knorpelzylinder wird am Boden fest eingespannt, kann an den Seitenwa¨nden
reibungsfrei tangential gleiten und erfa¨hrt an der Deckfla¨che vorgegebene Ver-
schiebungen von maximal −0, 125 mm (5 % Stauchung bezogen auf die Gesamt-
ho¨he). Diese werden in 500 s aufgebracht und weitere 500 s konstant gehalten. An
der Belastungsseite tritt kein Porenwasserdruck auf (Dirichlet-Randbedingung
bezu¨glich p), an den Seitenwa¨nden und am Boden wird ein Ausstro¨men von Po-
renfluid verhindert (Neumann-Randbedingungen bezu¨glich p). Es wird ein axi-
alsymmetrischer Zustand vorausgesetzt. In Abb. 2 sind links die geometrischen
Abmessungen sowie die Randbedingungen der Struktur dargestellt. Auf der rech-
ten Seite ist das von Spilker et al. verwendete Originalnetz zu sehen.
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Im Folgenden werden einige, mit dem diskutierten Modell erzielte Ergebnisse ex-
emplarisch dargestellt. Als Funktion fu¨r die freie Helmholtz-Energiedichte kam
der Neo-Hooke-Ansatz (114a) zur Anwendung. Die Materialparameter wurden
aus [62] u¨bernommen. Dort sind Werte von 0, 4667 MPa fu¨r den Elastizita¨tsmo-
dul und 0, 1667 fu¨r die Querkontraktionszahl angegeben. Daraus lassen sich die
Parameter c10 = 0, 1 MPa und D2 = 0, 0125 MPa des entwickelten Modells be-
rechnen. Fu¨r die Permeabilita¨t nach Definition (79) wird eine isotrope Belegung
K = kJSF
−1
S IF
−T
S angenommen. Der Faktor k = 7, 5·10−3 mm4 N−1 s−1 als Mit-
telwert fu¨r hyalines Knorpelgewebe ist wiederum in [62] angegeben. Die Porosita¨t
betra¨gt φF = 0, 8.
4.2 Berechnungen mit Viereckelementen vom Typ Q(8)2 −Q1
Fu¨r den unmittelbaren Vergleich mit ausgewa¨hlten Literaturergebnissen wur-
de zuna¨chst das Originalnetz nach Spilker et al. [72] verwendet (vgl. Abb. 2).
Dieses besteht aus insgesamt 15 Taylor-Hood-Viereckelementen Q(8)2 − Q1 vom
Serendipity-Typ mit unvollsta¨ndigem biquadratischem Ansatz fu¨r die Prozessva-
riablen Verschiebungskoordinaten und bilinearer Interpolation fu¨r die Prozessva-
riable Porenwasserdruck. Wa¨hrend in radialer Richtung die gesamte Breite von
3, 175 mm mit nur jeweils einer Elementschicht erfasst wird, sind in axialer Rich-
tung 15 Elemente u¨ber die Ho¨he angeordnet. Beginnend vom Boden wurden
zuna¨chst zehn Elemente mit einer Ho¨he von jeweils 0, 2 mm generiert. Es fol-
gen fu¨nf Elemente mit einer Ho¨he von jeweils 0, 1 mm fu¨r die oberen 20 % des
Knorpelzylinders.
Von den bei Prendergast et al. [62] dargestellten Ergebnissen sollen hier die
Reaktionskraft am Kolben als Funktion der Zeit wa¨hrend der Belastungs- und
Relaxationsphase sowie der Axialdehnungsverlauf u¨ber die Ho¨he des Knorpel-
zylinders zum Zeitpunkt t = 400 s analysiert werden. Wie die Abb. 3 und 4
zeigen, ist die U¨bereinstimmung zwischen den Literaturergebnissen und den von
SPC-PM2AdNlMix auf der Basis des vorgestellten Konzepts generierten sehr gut.
Wa¨hrend bezu¨glich der globalen Gro¨ße Reaktionskraft erst gegen Ende der Rela-
xationsphase geringfu¨gige Abweichungen auftreten, weisen die lokal ermittelten
Axialdehnungen mit zunehmendem Wert sichtbare Unterschiede auf. Deren In-
terpretation wird insofern erschwert, da in [62] keine Angaben enthalten sind,
ob bei den jeweils untersuchten FEM-Programmen Optionen zur Beru¨cksichti-
gung großer Verzerrungen verfu¨gbar waren und genutzt wurden. Es fehlen auch
Aussagen zu den konstitutiven Beziehungen fu¨r das Festko¨rperskelett. In diesem
Zusammenhang muss zudem auch Spekulation bleiben, aus welchem Grund der
Verzerrungsverlauf bei Prendergast et al. [62] nach 400 s und nicht beispielsweise
zum Zeitpunkt der maximalen Belastung (t = 500 s) analysiert wurde.
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Abb. 3: Stauchen im Gesenk. Darstellung der Reaktionskraft u¨ber der Zeit
wa¨hrend der Belastungs- und Relaxationsphase. Vergleich zwischen Li-
teraturwerten [62] und Ergebnissen von SPC-PM2AdNlMix.
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Abb. 4: Stauchen im Gesenk. Darstellung des Verlaufs der axialen Stauchung
u¨ber der Ho¨he des Knorpelzylinders (Beginn der Ho¨henmessung am Pro-
benboden) zum Zeitpunkt t = 400 s. Vergleich zwischen Literaturwer-
ten [62] und Ergebnissen von SPC-PM2AdNlMix.
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Der Vergleich der Ergebnisse la¨sst das Fazit zu, dass die vorgestellte Konzep-
tion zur Modellierung von Zweiphasenproblemen (fluidgesa¨ttigtes Festko¨rper-
skelett) sowie dessen numerische Realisierung im Rahmen des hauseigenen FE-
Programms SPC-PM2AdNlMix prinzipiell geeignet sind, entsprechende Aufga-
benstellungen realistisch zu beschreiben.
Abb. 5: Stauchen im Gesenk. Darstellung der Reaktionskraft u¨ber der Zeit
wa¨hrend der Belastungs- und Relaxationsphase bei unterschiedlichen
Belastungsgeschwindigkeiten (5 · 10−4 mm·s−1, 2, 5 · 10−4 mm·s−1 und
1, 25 · 10−4 mm·s−1).
Neben dem quantitativen Vergleich mit Literaturergebnissen ist es interessant,
die wa¨hrend der Belastung und der Relaxation ablaufenden hydromechanischen
Prozesse zu analysieren und in ihrer Auswirkung beispielsweise auf die Reso-
nanz des Gesamtsystems in Form der Reaktionskraft zu interpretieren. Da das
Festko¨rperskelett als Neo-Hooke-Material modelliert wurde, das bei den auftre-
tenden Verzerrungen ein nur schwach nichtlineares Verhalten zeigt, ist die starke
Nichtlinearita¨t im Reaktionskraftverlauf wa¨hrend der Belastung insbesondere auf
den zunehmenden Widerstand des inkompressiblen fluiden Anteils des Gesamt-
kontinuums gegen den a¨ußeren Druck und somit auf das nichtlineare Ansteigen
des heterogen verteilten Porenwasserdrucks zuru¨ckzufu¨hren. Im Weiteren ist das
Relaxationsverhalten des Materials Ausdruck eines sich verringernden Porenwas-
serdrucks bei konstant gehaltener Verschiebung durch Umverteilung des fluiden
Anteils im poro¨sen Medium, da sich im Gleichgewichtszustand homogene Vertei-
lungen von Porosita¨t, Verzerrungs- und Spannungskoordinaten einstellen.
Entsprechend dem Darcyschen Gesetz (77) als Bestandteil der Prozessgleichun-
gen sind diese Belastungs- und Relaxationsvorga¨nge geschwindigkeitsabha¨ngig.
In Abb. 5 ist dieser Einfluss anschaulich dargestellt. Die Erho¨hung der Belas-
tungsgeschwindigkeit fu¨hrt bei gleichbleibender Permeabilita¨t zu einem gro¨ßeren
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Druckgradienten und damit bei konstanter Druckfreiheit am belasteten Rand zu
gro¨ßeren Porenwasserdru¨cken in der Probe. Das hat ein Anwachsen der Reakti-
onskraft am Kolben zur Folge. Unabha¨ngig von der Belastungsgeschwindigkeit
erreicht die Reaktionskraft in der Realaxationsphase jeweils den gleichen asymp-
totischen Wert. Dieser repra¨sentiert einen Gleichgewichtszustand, zu dem der
Porenwasserdruck in allen materiellen Punkten vollsta¨ndig abgebaut wurde. Das
Materialverhalten wird dann einzig durch das Festko¨rperskelett mit dessen ef-
fektiven Werkstoffcharakteristika bestimmt. Im betrachteten Beispiel stellen sich
homogene Spannungs- und Verzerrungszusta¨nde ein. Die Axialverzerrung betra¨gt
dann beispielsweise stets 5 %.
a) b)
c) d)
Abb. 6: Stauchen im Gesenk. Verteilung des Porenwasserdrucks (in MPa) nach:
a) 250 s, b) 500 s, c) 750 s, d) 1000 s wa¨hrend der Belastungs- und Rela-
xationsphase fu¨r die Vernetzung nach Spilker et al. [72] (vgl. Abb. 2).
Die diskutierten hydromechanischen Effekte sind auch sehr gut in den Einzeldar-
stellungen der Abb. 6 zu erkennen. Diese stellen die Verteilung des Porenwasser-
drucks zu unterschiedlichen Zeitpunkten der Belastungsgeschichte (250 s, 500 s,
750 s, 1000 s) dar. Die maximalen Werte fu¨r den Porenwasserdruck zu den be-
trachteten Zeitpunkten sind in Tab. 1 zusammengefasst.
Wa¨hrend der Belastung baut sich an der Unterseite des Knorpelzylinders, der
auf dem impermeablen Boden des Gesenks aufliegt, ein zunehmender Porenwas-
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Tab. 1: Stauchen im Gesenk. Maxima des Porenwasserdrucks zu verschiedenen
Zeitpunkten der Belastungs- und Relaxationsphase fu¨r die Vernetzung
nach Spilker et al. [72].
t [s] 250 500 750 1000
p [MPa] 0, 0338 0, 0388 0, 0059 0, 0011
serdruck auf. Dieser nimmt zur Oberseite hin ab und erreicht entsprechend den
gewa¨hlten Randbedingungen am oberen Rand den Wert Null. Im Verlaufe der Re-
laxationsphase – bei konstant gehaltener Verschiebung des Kolbens – kann sich
der unter hydrostatischem Druck stehende fluide Anteil des Gesamtkontinuums
im poro¨sen Medium umverteilen. Dabei wird der Porenwasserdruck vollsta¨ndig
abgebaut, bis allein die Summe der inneren Beanspruchungen des Festko¨rperske-
letts im Gleichgewicht mit der a¨ußeren Belastung steht.
Wie Tab. 1 zu entnehmen ist, hat dieser Vorgang am Ende des betrachteten
Zeitraums noch keinen Abschluss gefunden. Die Dauer bis zum Erreichen des
asymptotischen Zustandes wa¨hrend der Relaxationsphase ha¨ngt wesentlich von
der Permeabilita¨t des Materials ab.
Abb. 7: Stauchen im Gesenk. Vernetzung mit 16 (links) bzw. 64 (rechts) jeweils
gleich großen Taylor-Hood-Viereckelementen.
Aus Sicht einer mathematisch sinnvollen Nutzung der FEM ist die von Spilker et
al. [72] vorgeschlagene Vernetzung (vgl. Abb. 2) wegen der extrem anisotropen
Elementgeometrie unzweckma¨ßig. Mit anderen Gittertopologien wird der Diskre-
tisierungseinfluss auf die Ergebnisse des betrachteten Beispiels untersucht. Dazu
werden zwei Gitter mit nur schwach anisotroper Elementgeometrie und 16 bzw.
64 Taylor-Hood-Viereckelementen verwendet (siehe Abb. 7).
In Abb. 8 sind die Verla¨ufe des Porenwasserdrucks bei jeweils maximaler Belas-
tung (t = 500 s) fu¨r die beiden in Abb. 7 dargestellten Vernetzungen mit Vier-
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eckelementen dargestellt. Qualitativ sind die Verteilungen der Druckwerte nicht
voneinander zu unterscheiden. Das gilt sowohl fu¨r den Vergleich untereinander,
als auch fu¨r den Vergleich mit dem entsprechenden Zeitpunkt in Abb. 6. Zudem
wird deutlich, dass die Gittertopologie fu¨r das betrachtete einfache Beispiel auch
quantitativ nur geringfu¨gige Auswirkungen auf die Ergebnisse hat. Der Unter-
schied im maximalen Porenwasserdruck bei maximaler Belastung liegt bezu¨glich
der untersuchten Vernetzungen bei maximal 0,5 %.
Abb. 8: Stauchen im Gesenk. Verteilung des Porenwasserdrucks (in MPa) nach
jeweils 500 s. Vergleich der Ergebnisse fu¨r das Gitter mit 16 Viereckele-
menten (links, Gitter s. Abb. 7, pmax = 0, 0390 MPa) bzw. 64 Viereckele-
menten (rechts, Gitter s. Abb. 7, pmax = 0, 0389 MPa).
4.3 Berechnungen mit Dreieckelementen vom Typ P2 − P1
Die Verwendung von Dreieckelementen vom Taylor-Hood-Typ P2 − P1 mit bi-
quadratischem Ansatz fu¨r die Prozessvariablen Verschiebungskoordinaten und
bilinearer Interpolation fu¨r die Prozessvariable Porenwasserdruck zur Ortsdis-
kretisierung des oben beschriebenen Beispiels im Rahmen der gemischten FE-
Formulierung dient der Software-Verifizierung bezu¨glich dieses Elementtyps sowie
erneut der Untersuchung von Diskretisierungseinflu¨ssen auf die Ergebnisse.
Zuna¨chst wurde mittels eines hauseigenen Netzgenerators ein relativ feines Gitter
mit 144 Dreieckelementen erzeugt (vgl. Abb. 9). Bestandteil des Netzgenerators
sind Regularisierungsalgorithmen, die ein Gitter erzeugen, das einer Delaunay-
Triangulation nahe kommt.
In Abb. 10 wird wiederum die Verteilung des Porenwasserdrucks zu den be-
reits oben analysierten Zeitpunkten der Belastungsgeschichte (250 s, 500 s, 750 s,
1000 s) gezeigt. Der Vergleich mit den Einzeldarstellungen in Abb. 6 belegt, dass
die hydromechanischen Effekte sowohl qualitativ als auch quantitativ mit Viereck-
und Dreieckgittern in gleicher Qualita¨t modelliert werden ko¨nnen. So betra¨gt bei-
spielsweise die Abweichung des maximalen Porenwasserdrucks bei maximaler Be-
lastung unter Verwendung der in Abb. 2 bzw. Abb. 9 dargestellten Vernetzungen
47
Abb. 9: Stauchen im Gesenk. Vernetzung mit 144 Taylor-Hood-
Dreieckelementen.
a) b)
c) d)
Abb. 10: Stauchen im Gesenk. Verteilung des Porenwasserdrucks (in MPa) nach:
a) 250 s, b) 500 s, c) 750 s, d) 1000 s wa¨hrend der Belastungs- und Rela-
xationsphase fu¨r die Vernetzung mit 144 Taylor-Hood-Dreieckelementen
nach Abb. 9.
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lediglich 0,25 %. Beim Vergleich der Ergebnisse fu¨r das hier betrachtete Dreieck-
gitter mit dem feineren Viereckgitter (64 Elemente) aus Abb. 7 ist sogar vo¨llige
U¨bereinstimmung auch in quantitativer Hinsicht festzustellen (s. a. Abb. 8). Da-
mit ist die prinzipielle Eignung von Dreiecknetzen des Taylor-Hood-Typs P2−P1
zur Beschreibung der betrachteten Zweiphasenmodelle erwiesen.
Die mit den bisher betrachteten Vernetzungen erzielte gute U¨bereinstimmung der
numerischen Ergebnisse la¨sst selbstversta¨ndlich erwarten, dass weitere Netzver-
feinerungen weder fu¨r Viereck- noch fu¨r Dreieckgitter zu Resultatsa¨nderungen
fu¨hren. Es ist zu unterstreichen, dass diese Aussage zuna¨chst lediglich fu¨r das
diskutierte Beispiel gilt. Zur Analyse eventueller Diskretisierungseinflu¨sse wur-
den somit zwei gro¨bere Dreieckvernetzungen mit 16 bzw. 48 Elementen generiert
(vgl. Abb. 11).
Abb. 11: Stauchen im Gesenk. Vernetzung mit 16 (links) bzw. 48 (rechts) Taylor-
Hood-Dreieckelementen.
Fu¨r diese beiden Gittertopologien ist in Abb. 12 jeweils die Verteilung des Po-
renwasserdrucks bei maximaler Belastung (t = 500 s) dargestellt. Hier zeigen sich
interessante Aspekte, die auf einen Einfluss von Diskretisierungsfehlern selbst fu¨r
das betrachtete einfache Beispiel hinweisen. So ist deutlich zu erkennen, dass
die laterale Homogenita¨t der Porenwasserdruckverteilung verletzt wird (je gro¨ber
das Netz, desto deutlicher – siehe Abb. 12 links). Dafu¨r ist auch die unregelma¨ßi-
ge Gitterstruktur der Dreieckvernetzung verantwortlich. Quantitativ betra¨gt die
Abweichung des maximalen Porenwasserdrucks bezu¨glich des gro¨bsten Dreieck-
gitters gegenu¨ber der Originalvernetzung mit Viereckelementen aus Abb. 2 bereits
2,3 % (s. a. Abb. 6).
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Abb. 12: Stauchen im Gesenk. Verteilung des Porenwasserdrucks (in MPa) nach
jeweils 500 s. Vergleich der Ergebnisse fu¨r das Gitter mit 16 Dreieckele-
menten (links, Gitter s. Abb. 11, pmax = 0, 0397 MPa) bzw. 48 Dreieck-
elementen (rechts, Gitter s. Abb. 11, pmax = 0, 0391 MPa).
Zusammenfassend kann konstatiert werden, dass fu¨r das betrachtete Beispiel bei
unterschiedlichen Vernetzungen eine gute bis sehr gute U¨bereinstimmung mit
den Literaturergebnissen erzielt wurde. Wa¨hrend dabei die regelma¨ßigen Vier-
eckgitter relativ unsensibel bezu¨glich der Elementgro¨ße reagierten, zeigten die
Ergebnisse bei Verwendung von unregelma¨ßigen Dreieckvernetzungen deutlichere
Unterschiede. Das Originalnetz aus der Literatur zeichnet sich durch die Verwen-
dung von Viereckelementen mit extremer Anisotropie aus. Da sich die gro¨ßere
Elementausdehnung jedoch in (lateraler) Richtung homogener Verteilungen der
Prozess- und inneren Variablen erstreckt, wirkt sich das nicht negativ auf Genau-
igkeit und Stabilita¨t des numerischen Prozesses aus. Beim Vergleich der maxima-
len Porenwasserdru¨cke bei maximaler Belastung kann festgestellt werden, dass
gro¨bere Viereckgitter den realen (asymptotischen) Wert unterscha¨tzen, gro¨bere
Dreieckgitter jedoch u¨berscha¨tzen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick
Eine Vielzahl praxisrelevanter Aufgabenstellungen, insbesondere aus den Berei-
chen Hydrologie, Geotechnologie und Biomechanik, ist durch Stro¨mungsvorga¨nge
fluider und/oder gasfo¨rmiger Medien in poro¨sen Festko¨rperskeletten gekennzeich-
net. In Abha¨ngigkeit davon, ob die Stro¨mungs- und Transportprozesse oder die
Beanspruchung der festen Matrix im Mittelpunkt des betrachteten Anwendungs-
falls stehen, gibt es, ausgehend von identischen Bilanzgleichungen, unterschiedli-
che Ansa¨tze zur Modellierung gekoppelter Mehrphasen-Mehrkomponenten-Pro-
bleme. Zur prima¨ren Betrachtung des Deformationsverhaltens fluidgesa¨ttigter
poro¨ser Materialien hat sich beispielsweise die Theorie poro¨ser Medien (TPM)
bewa¨hrt, eine Kombination der klassischen Mischungstheorie mit dem Konzept
der Volumenanteile. Hauptanwendungsgebiet dieser Modellierungsstrategie war
zuna¨chst die Bodenmechanik, verbunden mit der Konzentration auf Vorga¨nge
bei kleinen Verzerrungen. Besonders mit dem Einsatz der TPM zur Simulation
von Problemen der Biomechanik ru¨ckten Prozesse in den Vordergrund, bei de-
nen große Verzerrungen auftreten. Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag
zur thermodynamisch konsistenten Darstellung der theoretischen Grundlagen so-
wie der numerischen Realisierung der TPM im Rahmen einer gemischten Finite-
Elemente-Formulierung unter Beru¨cksichtigung großer Verzerrungen. In diesem
Zusammenhang wird das mechanische Verhalten eines deformierbaren poro¨sen
Festko¨rperskeletts unter a¨ußerer Belastung betrachtet, das vollsta¨ndig mit einem
fließfa¨higen, inkompressiblen Fluid gefu¨llt ist (gesa¨ttigtes poro¨ses Medium).
Die Herleitung der gemischten Randwertaufgabe der TPM erfolgt auf der Basis
der schwachen Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen und der Volumen-
bilanz des als
”
verschmiertes“ Kontinuum betrachteten Zweiphasenmediums in
konsequent materieller Beschreibungsweise. Da im Ergebnis ein Gleichungssystem
bezu¨glich der prima¨ren numerischen Prozessvariablen Verschiebungen der festen
Phase und Porenwasserdruck sowie der Zeitableitung der Verschiebungen ent-
steht, wird dieses System zuna¨chst mittels eines impliziten Einschritt-Verfahrens
nach der Zeit diskretisiert. Die folgende konsistente Linearisierung der Rand-
wertaufgabe fu¨hrt in Zusammenhang mit einer geeigneten Ortsdiskretisierung
zu einer inkrementell-iterativen Lo¨sungstrategie im Rahmen einer Zweifeld-FE-
Formulierung. Die entwickelten numerischen Algorithmen wurden in ein hauseige-
nes FE-Programm implementiert. Fu¨r die stabile Lo¨sung werden Elementansa¨tze
nach Taylor-Hood in Verbindung mit einem effizienten iterativen Gleichungssys-
temlo¨ser verwendet, der auf modernen Vorkonditionierungsstrategien basiert. Das
hierarchische Konzept des Lo¨sers kann zweckma¨ßig mit adaptiven Techniken zur
Netzmodifikation verknu¨pft werden, deren Steuerung mittels eines residualen a
posteriori Fehlerscha¨tzers fu¨r das gemischte Feldproblem realisiert wird.
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Zur Darstellung des Spannungstensors im Rahmen der TPM wurde, wie allgemein
u¨blich, das Konzept der Effektivspannungen genutzt. Das Deformationsverhalten
der festen Phase (verschmiertes Festko¨rperskelett) wird zuna¨chst durch konsti-
tutive Beziehungen der isotropen Hyperelastizita¨t beschrieben. Eine Erweiterung
auf anisotrop-elastische bzw. inelastische Modelle ist problemlos mo¨glich. Fu¨r
numerische Tests wurde von konstitutiver Seite zuna¨chst der Neo-Hooke-Ansatz
genutzt. An einem Literaturbeispiel aus dem Bereich der Biomechanik wurden
die Leistungsfa¨higkeit und Stabilita¨t der entwickelten Modelle und Algorithmen
getestet. Dabei konnte eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den Literaturergeb-
nissen erzielt werden.
Auf der Basis der diskutierten Modelle wird im Weiteren eine Strategie zur Identi-
fikation von Materialparametern fu¨r die TPM bei großen Verzerrungen realisiert.
Diese beruht auf deterministischen Optimierungsverfahren mit halbanalytischer
Sensitivita¨tsanalyse. Die Nutzung des vorgestellten FE-Kerns fu¨r die Lo¨sung des
direkten Problems gestattet dabei die Auswertung inhomogener Verschiebungs-
felder. Fu¨r die Ermittlung der Ableitungen der prima¨ren Prozessvariablen nach
den Materialparametern wird die Linearisierung des nach der Zeit diskretisierten
Systems der schwachen Formulierungen durch die implizite Differenziation nach
den Materialparametern ersetzt. In der Konsequenz ergeben sich fu¨r das direk-
te und das inverse Problem analoge Strukturen, die numerisch effektiv genutzt
werden ko¨nnen.
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